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كلمة فریق عکاشة 
عندكا با غارا أحببنا الطر فکا نلعب تحته وأستمتع به» 
وعندما کبرنا أحببناً العم معنا ثملنا لأجلهء وعقدنا العزم على تسخير أنفسنا له. 

الأستاذ نور الدين عيساوي الذي عرش الأمل والجاس في قلوب مثات الآلاف من التلاميذ 
والأساتدة في ثانويات وطتنا العربي عامة وئ الا عخاصة» فصارت الرياضيات مادة ممتعة جدا وسملة 
الوصول الیبا» بواسطة فيديوهات مبسطة ورائعة جداً. 

السلسلة الفضية هي سلسلة جامعة في مادتها؛ تساعد لين على توحيد مصدره وجمع كل ما تاجه 
في کاب واحد» تحوي ملخصا شاملا مرفقا تقارين شاملة يأتي بعده/بحلول جميع مواضيع البکالوریا لشعبة 
العلوم التجر.يبية وشعية التقني الرياضي وشعبة الرياضيات» ثم جموعة من القَارينٍ المقترحة وتارين مقتبسة 
من مواقیع ای وعلاوة على كل هذا فللكاب خاصية فريدة من رهلا وك موافقتبا لفيديوهات 
اليوتيوب فبواسطتها عکنك التوسع في الشرح أو الزيادة في الفهم بواسطة الفيديوهات التوفرة مجانا على 
قناة الأستاذ تور الدين. 

إلى كل من يقرأ هذا الکاب» نسأل الله لك التوفيق والنجاح» ونعلمك أنه يمكنك المسأهتةة) تطور 
النسخة القادمة بإرسال ملاحظاتك أو اقتراحاتك. ولا تنسوا الترحم على أم أستاذنا الغالي نورالدين 
عیساه 


يمكنك أن تشترك في قناة الأستاذ نورالدین في الیوتیوب لكي يصلك کل جدید 
2 تحيات الأستاذ نور الدين وفريق عكاشة 


المتتاليات من الألف إلى الباء SSnunnnunnennunn‏ 
مواضیع شعبة لعني رياظي ...يصون ۳ ۳۹ ۳ 2015 ی 8 نی رياضي عا چت 268623 1) 
۰, بكالوريا ١‏ تقني رياضي 9526 46. يكالوريا 2014 تقنى رياضي Sse‏ 
6 بکاوریا 2021 تقني رياضي سس ها سون دش و نأف ا : 
1 88 ,۰47 بکالوریا 2014 هي ر ي 
5 5 2 ا ال ۹ ”,0 7 : 5 
37 ی 2020 تقني ا 90 8. بكالوريا 2013 تعني رياضي 1 
.38. با 2020 تقئ رباد OT Û Pee‏ ۳ 5 
بکالور ب رده ي 9 کارا 2012 قرب ی مممع ممع معو 06 
۰. بكالوريا 9 تتنى رياضى سس لوحي تن 
ان ای 8 ۰ بكالوريا 2011 تع في رياضي JS.‏ 
که بكالوزيا 2018 تني.رياضي ...و9 | 5۱ بكلوريا 2011 تقني رياضي 9 
۰ 4بکالور یا 2018 تقني رياضي ريسي ۳ 3 2009 یی 5 
7 9 0 ص acute hn on‏ 
۰ بكالوريا 2017 تقني رياضي الدورة الثانية 96 ı۰52.‏ لورد یت نع 
۰ بکار یا 2017 تقني رياضي PSRs‏ ,3۰ بکالوریا 2009 تقني رياضي 12 
۰ بکالوریا 2016 تقيبرياضي یی 99 4۰ بکالوریا 2008 تقني رياضي کہ - 
مواضيع شعبة الرئاضيات ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۷ ۷ ۱ ۷ ال ال ال ال ال ال ال ال ال ال ال 6 6 6 6 6 ل 6 ۱ ۰ 6 ۱ 6 ۵ 6 6 ۱ ۱ ۱ ۱ ا 6۱ ۱ 0۱ ۱ ۵ ۵ 5 ۵۱ ۰۰۰ 
۰ بکالوریا 2021 الربایات یس ت17 ۰ بکالوریا 2016 الریاضیات تسس 35 
۰ بكالوريا 2021 الرياضيات سس 18 1 ۰ بکالوریا 2016 الریاضیات و 
۰ بکالوریا 2020 ریاضیات حج.ج..ج.. وگ 28 1 ۰ بکالوریا 2016 الریاضیات : 
۰ بکالوریا 2020 الریاضیات سس 0 ۰ بکالوریا 2015 الریاضیات موس 12 
۰ بكالوريا 2019 الرياضيات 125 | ,69. بكالوريا 2014 الرياضيات س 
۰ بکالوریا 2019 الرياضيات DOs‏ 9. بكالوريا 2012 الرياضيات ا 
۰ بكالوريا 2018 الرياضيات ل 125 1 بکالوریا 2009 الریاضیات E‏ 
۰ بکالوریا 2018 الریاضیات کی ۰ بکالوریا 2009 الریاضیات سا 
۰ بکالوریا 2017 ریاضیات الاستنانية.... 132 ۰ بکالوری "2008" الریاضیات عست 83 
4 بكالوريا 2017 الرياضيات ...133 | .74. بكالوريا 2008 الا یت سیگ 
متتاليات ممترحة ل ا 7 :7 2 
۰ متتالية مقترحة رقم:01 سس 9و 1 ۰ متتالية مقترحة رقم:09 74.4۲ 
7۰ متتالية مقترحة رقم 02 1SS‏ ۰ متتالية مقترحة رقم:10 ا LR Na‏ 
۲۰ متتالية مقترحة رقم:03 سک | ,85 متتالية مقترحة رقم:11 ی ٩9‏ 
79۰ سالیه مدت ك + 8 
متتالية مقترحة رقم:04 jE ea‏ ۰ متتالية مقترحة رقم:12 یمس 
79۰ رمت ها هو 8 
متتالية مقترحة رقم:05 سس 165 | ,87 متتلية مقترحة رقم:13. سا 
3 متتالية مفترحة رقم:06 00006 ةا 


.88. متتالية مقترحة ة رقم:14 
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السلسلة الفضية 


جدول محنویاث السلسلة الفضیه 


ملخص شامل .... ein Guarana RES aes‏ ار ممعت O‏ 
,۰ المتتالية العددية Gean‏ ۰ التقارب والتباعد as‏ 
2 الترمیز سس 9. التجاور eee‏ 
۰ طرق تعريف التتالية ا ۰ الإستدلال بالتراجع EOE‏ ۳۳۹۹۹۳۱۹۹۳ 19۳ .. 
,4 اتجاه تعر متتالية عد دية .ی 7 | ,11 القثيل البياني و اه 7 
۰ دراسة اتجاه تغیر متيالية usenet‏ 7 ۰ ملخص المتتاليات الحسابية ج 
۰ المتتالية امحدودة EV‏ متسیس ۰ ملخص المنتالية المندسية لومس سم بیع 
۰ نهاية متتالية عددية سو اا ا 9555۳ . 
نمارین شاملة ل(انطااقة الممنازه....... oases aE‏ هه ی ات LAs‏ 
۰ رین مهم جدا وشامل 01 > <١‏ جه ERT‏ .. متتالية شاملة كيرى EEE E‏ 1 
۰ تمرین مہم جدا وشامل 02 n Ae‏ 
مواضیع شعبة العلوع النجريبية ملعم أي tose‏ مدعا عا فلا عا أن لا لاف اهزع اج ووز 29 22 
۰ بکالوریا 2021 علوم تج بية سس 29 | 0. بكالوريا 2015 علوم تجرريبية م د 906 
۰ بكالوريا 2021 علوم تجرربية ...30 | *21.بكالوريا 2015 علوم تجرريبية RE EES‏ 
.6. بكالوريا 0 علوم تج بية 2311 .22 بگالوريا 2014 علوم تجرربية RE E‏ 
۰ بكالوريا 2020 علوم تجرربية مایمن باتوی 32 .۰ بکالوگییا 2014 علوم تجر ببية مسب 95 
۰ بکالوریا 2019 علوم تجرربية سک تیآ 4. بكالوويا 13 20,علوم تجررببية Eas‏ 
۰ بكالوريا 2019 علوم تجرريبية O E‏ .5. بكالوريا 2013 علوم تجررببية E E‏ 
۰ بكالوريا 2018 علوم تج بية ST‏ ۰ بکالوریا 2012 علوم بتجر,بدية تس ]71 
.. بکالوریا 2018 علوم تجرربية سسسب 39 . بكالوريا 2012 علوم تجركيبية TEs‏ 
۰ بکالوریا 2017 الاستثنائية علوم تجر.ببية....41 .8. بکالور با 1 علوم تجرربية الح ب 73 
۰ بكالوريا 2017 الاستثنائية علوم تحر.ببية....43 .9. بكالوريا 1 علوم تجريبية s.o.‏ ای 76 
۰ . بکالوریا 17 20 العادية علوم جر ببیة.......45 ۰.بکالوریا 2010 علوم تجرربية نت 
.15 بکالوریا 2017 العادية علوم تجر یبیة........47 .,. بكالوريا 9 علوم تجر.ببية ا ۱29 
. بكالوريا 2016 العادية علوم تجر ببیة........49 . بكالوريا 2009 علوم تجر.ببية SOs‏ 
۰ بکالوریا 2016 العادية علوم تجر یبية ۴ 1 .. بكالوريا 8 علوم تجرربية SBE‏ 
۰ بكالوريا 2016 الاستثنائية علوم تجر ببی....53 4. بكالوريا 8 علوم تج ببية سوست 4 


9.. بكالوريا 2016 الاستثنائية علوم تجر.ببية....55 
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,1 متتالية مقترحة رقم:17 ۳۳ : ۰ متتالية مقترحة رقم:33 مس تج 17 7 
,2 متتالية مقترحة رقم:8 1 EEE‏ 1۳ ۰ متتالية مقترحة رقم:34 مس سینت DDO‏ 
,3 متتالية مقترحة رقم:9 1 متس ۱۳ ۰ متتالية مقترحة رقم:35 سس 223 
,4 متتالية مقترحة رقم:20 مامت کب 1 ۰ متتالية مقترحة رقم:36 ۳3۳ 
,5 متتالية مقترحة رقم 21 Ia‏ ۰ متتالية مفترحة رقم:37 تجن يت سس 227 
,6 يبنالية مقترحة رقم:22 و يا ۰ متتالية مقترحة رقم: 38 0 730 
,1 متتالية؟ مقتر بدا و23 سس 200 | ,113 متتالية مقترحة رقم:39 لعو 32 2 
۰ متتالية مقترنة رقم:24 سس 203 | .114. متتالية مقترحة رقم:40 e E‏ 
,99. متتالية مقترحة/رقم:25 204 | :115 متتالية مقترحة رقم:41 سس 239 
. متتالية مقترحة ر26 iê. | en‏ با یتیس 339 
,۰ متتالية مقترحة رقم:27 207 | .117. متتالية مقترحة رقم: 43 لصحي 241 
۰ متتالية مقترحة رقم:28 20 | .118. متتالية مقترحة رقم:44 ع 943 
,۰ متتالية مقترحة رقم:29 ...210 | ۰119۰ متتالية مقترحة رقم:45 م عي 243 
,4 متتالية مقترحة رقم:30 ................... 274 1۳ .120. متتالية مقترحة رقم:46 سس 2:43 
۰ متتالية مقترحة رقم:31 مج ,۰ متتالية مقترحة رقم: 47 246 
۰ متتالية مقتر مقترحة رقم:32 .215 | 122 متتالية مقترحة رقم:48 E‏ 
مثنالیات مقنبسة مل ۵ مواضیع أجنبية و و و و و سبع ع لمع دی ممع مدع و۰۰ 249 
۰ متتالية أجنبية رقم 01 24 | 137۰ تتتالية أجنبية رقم 15 ۴ 
.4 متتالية أجنبية رقم 02 ی | "اقا . متتالية أنبية رقم 16 تب 258 
۰ متتالية أجنبية رقم 03 مس250 | »139 . منتايّة آجنپي تم 17 000000 
۰ .126. متتالية أجنبية رقم 04 ع 282 ١‏ :140 . متتالية أجنبية رقم 18 متسیس 25919 
۰ متتالية أجنبية رقم 05 یت 258 | 1416. ٠‏ منتالية أجنبية رقم 19 ...260 
۰ متتالية أجنبية رقم 06 سس 253 | 142۰ اله أجنبية رقم 20 I‏ 
۰ متتالية أجنبية رقم 07 ٠ 45 RR‏ متتالية أجنبية رقم 21 .263 
۰ متتالية أجنبية رقم 08 سس 253 | :144 معالية أجنبية رقم 22 سس 6 
۰ متتالية أجنبية رقم 09 مس254 | :136 إوضد ا عابر لسع ا 
۰ متتالية أجنبية رقم 10 254 | ۰146۰ محالية آجنيية رقم 24 مو نوج 255 
۰ متتالية أجنبية رقم 11 E‏ اا و رقم 25 ENE‏ 
34. متتالية أجنبية رقم 12 :2541 | .148. ٠‏ متتالية أجنبية رقم 26 بججی سس 1368 
۰ متتالية أجنبية رقم 13 مس28 | ف14ه . متتالية أجنبية رقم 27 Os‏ 
۰ متتالية أجنبية رقم 14 256 | ,۰150 متتالية أجنبية رقم 28 Se‏ 


مووي بيب بجي ل ي 


اتويت ين الف إلى اام سل ا 
ملخص شامل 
. المننالية العددية 


المتتالية العددية الحقيقية بر هي دالة ترفق بكل عدد طبيعي ۾ أكبر من أو يساوي عدد طبيعي مار معط , 
العدد(م)11. 


uN + 2 
n + u(n) ١ 


نرمز إلى صور؟ 7 بالمتتالية به بب,, بدلا من (),: هذا الترميز الجديد يسمى الترميز بدليل. 
المتتالية :: يرمز لهاري,(بره) إذا كانت المتتالية به معرفة من أجل ۸ أكبر من أو يساوي مد 
المتتالية ا يرمز لها برع( )و (,:) إذا كانت المتتالية يه معرفة على [1. 
ببلة هو الحد الذي دليله 1ورويسمي.كذلك الحد العام للمتتالية ,ه, 
,من هو الحد الأول للمتتالية ‏ إذا کاات,معرفة من أجل : أكبر من أو يساوي 1 
وبة هو الحد الأول للمتتالية به إذآ كانت معرفة على ل. 
أمثلةء 
- المتتالية (,,مة) حيث 2 + 5:12 = ,و معرفة على ل. 
مر م2 5 5 
- المتتالية (مرن) حيث > = ن معرفة على (0-- ل ونکتب ریر(,ن). 
۱ - المتتالية (,) حيث سس = ,س معرفة من جلا ج ور نكتب محیر(,۷). 
- في الحد ما :7 هو دلیل الحد ولیس رتبته. 
مثال:المتتالية (,س) حيث أن 7*3 
5 71-5 
الاولی حیث مس هو الحد الاول, 
-رتبة الحد وده حیث!۱ ع ط من متتالية بو بالئسبة | الحد 
الطبيعي 1 + ى - ز. 3 
مثال: - إذا كانت المتتالية (يرنة) حدها الأول 
- إذا كانت المتتالية (س) حدها الأول 


ه 


= وس معرفة من أجل 6 6725 ,6.هو دليل الحد 6 وأما رتبته فهي الرتبة 


a) Ua‏ عدد طبَيّعي أصغر من 2) هو العدد 


ونه فان 4 يمثل الحد ذو الركبة 15 آان 15 = 14-0+1 
ر فان پربه يمثل الحد ذو الرتبة 3-14 14 = 1 +1 -14 


"مس معرفة بحدها العام بدلالة دالة م مباشرة من لشکل (م) 2 1 
- متتالية مع فة 27 = ,رلا حيث:1 - × + 2×2 = بر ١‏ 
+ را بصيغة تراجعية وهي على أنواع: 


5 تتالية تراد ‌ِ | م 5 
ر جعيه من المرتية الأولى: (يرنة) Un+1 > f‏ ويعطى معها الحد الأول 
~~ 5 3 لا : 
- متتالية تراجعية من المرتبة الثانية. Urn+1‏ أن 1 + «5 = یم 


3 


4 


۹ 7 1 و 1 > Uo‏ و س 
> هبیه: توجد متتالیا #7 ۶ < Un+a‏ 


۱ ِ : سسس سسس المتتالیات من الألف إلى الياء 


ثل (1): 7 3 5 7, 9, 11, ٠‏ متتالية ال عداد الفردية 

مثل (2): 0, 3, 6, 9, و ٠‏ متتالية مضاعفات العدد 4 

فال ى 271-11 = u,‏ 10 = 
فالاولی هي (,,)1) حيث 4 انيع اما الثانية هي (,) حيث: Uy, = 3n‏ 


n E N 


.. إنجاه لغیر مللالية عددية 


- متتالبتة متزايدة: 
تكون ملپید«( ببلة) متزايدة (متزايدة تماما على الترتيب) إذا وفقط إذا كان من اجل كل عدد طبيعي : أكبر 
من أو يساو یام( . 


متتالدة متئاة ۳ Un41 2 n) Un4+1 2 Un‏ على الترئیب). 
تكون متتالية, بر بر(بره) فتناقصه (متناقصة تماما على الترتیب) إذا وفقط إذا كان من أجل كل عدد طبيعي ۱ 
أكبر من أو يساو یں" 
2000 مگ Un+1 < Un) Un+1‏ على الترتيب ). 
- متتالية ثابته: 
تكون متتالية و يرجي (يرنة) ثابتة إذا وفقظ إذااكان من أجل كل عدد طبيعي .71 < ۸ ۰ ,رلا = 1با . 
- متتالية رتيبة: 
إذا كانت متتالية متناقصة (متناقصة تماما على الترتیب) أو متزايدة (متزايدة تماما على الترتيب) نقول أن 
المتتالية رتيبة (رتيبة تماما على الترتيب). ر 


.5. دراسة انضاه تغير مننالية 


دراسة اتجاه تغير متتالية (,,؛ة) معرفة على لا : 
الطريقة 01: من أجل كل عدد طبيعي 11 ر 

- إذا كان: 0 < بيه - رہن فان (,ة) متزايدة على لا / 
- إذا كان: 0 > ہا - يبه فان (برئة) متناقصة على لا 

- إذا كان: 0 = ,ريه - وہنا فان (يبنة) ثابتة على لا 


الطريقة 02: (,2ة) مكتوبة بدلالة 0« أي (0)] = ا 
- إذا كانت م متزايدة على المجال ]مه+ :0] فان (ببه) متزايدة على ۷۷ . 
- إذا كانت ۶ متناقصة على المجال ]دع+ :0] فان (,.::) متناقصة على ۰۱۷ 
- إذا كانت م ثابتة على المجال ]مه+ :0] فان (,,/ة) ثابتة على ۰1۷ 
ملاحظة: عكس الخاصية غير صحيح. 

الطريقة 03: تستعمل إذا كانت حدود المتتالية موجبة تماما 

- إذا كان: 1 < عع فإن (مربه) متزايدة على لا۰ 


Un 


- إذا كان: 1 > خط فان (,,ية) متناقصة على !۰۱ 


Un 
إذا كان: 1 ب خط فان (,,) ثابتة على لا.‎ - 
Un 


ظأآأذ م ج ص 


س 


المتتاليات من الألف إلى الياء السلسلة الفضیا 


.6. إلمننالية المحدودهة 
تعريف: (,,) متتالية عددية معرفة على لا 
- القول أن المتتالية (,,:) محدودة من الأعلى يعني وجود عدد حقيقي ۸ حيث من أجل كل عدد طبيعي :: 
U, > A‏ 
نقول أن ۸ عنصر حاد من الأعلى. 


-القول أن المتتالية (,,,:) محدودة من الأسفل يعني وجود عدد حقيقي 8 حيث من أجل كل عدد طبيعي :: 
Un > 8‏ 
نقول أن 8 عنصر حاد من الأسفل. 
لول أن المتتالية (ر»ا) محدودة يعني أنها محدودة من الأعلى ومن الأسفل حيث من أجل كل عدد طبيعي ۸: 
un, > A‏ > 8 
/ ونقول أن ۸ عنصر حاد من الأعلى و 8 عنصر حاد من الأسفل, 


.7. نهاية منثالية عددية 


بتر (به) متتالية عددية 7 يعذد حفيقي. 
% 6 < لا „im‏ وس بر مدنا (حيث أن النهاية لا تحسب إلا عند م6+) :نقول أن المتتالية (un)‏ 
تقبل م كنهاية ذا وفقذا كان کل مجال مفتوح یشمل ۸ يشمل أيضا کل حدود المتتالية (,,ة) ابتداء 
من رتبة معينة وقي هلال َو أن المتتالية () مقاربت إذا لم تكن المتتالية (ه) متقاربة 


انرو و او ۰ 

im 1 n, = 504‏ نقول أن نهايةالمتتالية (رب) هي +٥‏ يعني أن كل مجال مفتوح ]0+ ,ja:‏ 
9 2 »)بل ع جود امه زیم اپ ربمم 

مه = lim u,‏ : نقول أن نهاية المتتالية ( )هي مه د يعني أن كل مجال مفتوح ]06+ : 2[ , 


(8 ع ») يشمل كل حدود المتتالية ( (Un‏ ابتداء مر#وية معينة. 
كم (,له) متتالية عددية معرفة كما لي () / = ,رن حيث ۴ دالةامورفة على مجال من الشكل ]0+ :»] و 


۾ عدد حقيقي. 
۳۹ ۰ ا 5 زا فا ب ۳ ۱ 
۴ 3 كانت 4 ) e Un ٤ e‏ (و ورس a‏ صحیح) 


يه إذا كانت مع+ = ( 01م lim‏ فإن + = u,‏ 1111 . 
من +119 
۰ اذا کانت = 11 فاز چ 
4 إذ كلت مر lim‏ فان مه = lim uy‏ 
95 نهاية متتاليه عدديه باستعمال الحصر 
+ مبرهنة 1 :(بجلة) , (يرقة) (Wn),‏ ثلاث متتالیات عددية و £ عدد حقيقي 
۱ 5 - إذا كان ابتداء من عدد > رک فا 
إذا كانت ¢ = im,‏ > ۷ ار وإذا كان ابتداء من عدد طبيعي م3 »,۱۷ > اک ميافإن 
lim u, =?‏ 
n¬+too 1‏ 
م مبرهنة 2:(,,) و (,,ة) متتاليتان عدديتان؛ إذا كان ابتداء من عدد طبيعي م٠‏ 
7< ,او +o‏ = رن imا‏ فإن: معد = ا 
gê 0 nto 7 Too sun 2 n ۱‏ 2 
مبرهنة 3:(,) و (,ت) منتالیتان عددیتان» إذا كان ابتداء من عدد طبيعي م7» 


. lim u, = و 0- = ,9 imا فإن: مم‎ 1 >7 
“nato 7 n¬+oo ۲ n n 


سس سس سس سس ۳۹ 
(48 


السلسلة الفضية 


بو 0 متتالية عددية و ۸ عدد حقیقی ثابت. 
# نقول أن المتتالية (,,:) متقاربة إذا كانت: 
im n = f1 ۰‏ ونقول آنها متقاربة نحو 4 . 
۰ (برنمة) متتالية متزايدة ومحدودة من الأعلى. 


ل (un)‏ متتالية متناقصة ومحدودة من الأسفل, 
تقول أن المتتالية (,,ره) متباعدة إذا كانت: 


lim u, = +o ©‏ وعندئذ نقول أنها متباعدة نحو مه+. 

2 م +ب و 
lim Uu, = -0 e»‏ وعندئذ نقول أنها متباعدة نحو 00-. 

1+ + 00 7 


ه نهاية (مرلة) غير موجودة. 


- تعريف: تكون (,,1) و (,)/منتالیْتَاق عدديتان متجاورتان إذا وفقط إذا كانت إحداهما متزايدة والأخرى 
متناقصة ونهاية الفرق بينهما يؤول/ إل الصّفر. 0 =( - „im (un‏ 


- مبرهنة: إذا كانت (,,ه) و (,ن) متتاليتان عدديتان متجاورتان فإنهما متقاربتان ولهما نفس النهاية. 


مسلمة: ()27 خاصية متعلقة بعدد طبيعي 7 » 70 عدد طبيعي. | 
للبرهان على صحة الخاصية (۾) م من أجل كل عدد طبيعي کب من أو يساوي م يكفي أن: 
1- نتاکد من صحة الخاصية من أجل م« أي (2)70. ” 
2- نفرض أن الخاصية صحيحة من أجل كل عدد طبيعيّ #اكبر من أو يساوي م7 أي () ۲ 
(فرضية التراجع) ونبرهن صحة الخاصية من أجل 1 + ,أي (1 + 2)7. 
3 النتدحةء عند انتهاء المرحلتين نقز أن الخاصية صحيحة من أجل كل مدد طبيعي ور أكبر من أو 


۳۹ 


11 ه هم ال و کی ۲۱ < 
«e‏ كه حظة الم احل الثلاثة في الاستدلال بالتراجم ضرورية وغیاب واحده/منهامَجْل" بشروط عمله. 


تتالدة معر فة 2 دالة م مباشرة من الشكل (۸) f‏ = يبنا 
کي توي يتم 3 2 + 111 


+ التمثیل البياني للمتتالية العددية المعرفة بعلاقة تر اجعية من الدرجة الأولى (ہں) f‏ = 1جيرلا 
في معلم المستوي يتم تمثيل حدود المتتالية ( ها على محور الفواصل ونتبع الخطوات القالية: 
- ننشی (0) المنحتی الممثل للدالة f‏ و (ظ) المسّتقيم:ذو المعادلة ‏ = بز. 
- ننشئ ب على محور الفواصل. : 
- ننشی النقطة و۸ من المنحنی (02) ذات الفاصلة و14 1 
- ننشئ النقطة م8 من المستقیم (0) ذات نفس ترتیب النقطة 46/: 
- ننشئ على محور الفواصل به فاصلة النقطة وظ. 4 
- بنقس الأنساق السابقة نعيد نفس العمل بدءا من ,به لإنشاء به وهكذا لإنشاء ول رهلا .... 


السلسلة الفضية الممكلاوات من الف إلى النواء 
.2 . ملخص المئناليات |لحسابية | .13. ملخص المللالية الشئدسية ١‏ 
نقول أن (ببن) متتالية حسابية e‏ ۳ 2 عدد قول أن ز ,رن )متدالوة هندسوة آماسهام (عدذ خقوفي غور 

حقيقي) إدا وققط اذا كان من أجل > کل عدد طبيعي 11 دوم)اّا و قط إذا كار مل اجل کل 4 طاودي 1۸ 


< Ula FT 


Urns 7 7 4 Un+1 


-عبارة الخد العام للمتئالية الهندسية 
إذا عانت (U)‏ مِتَدَالة شد می هذهاأ ايأو ل Vy:‏ و امساسمها 
ی فاته من أجل كل ددرن طبیعوین (١‏ ر رز حون 

٠. 5‏ ”7 1 1 4 
مات يرو رر يمثل رتبة الحذ الأول يكون؛ 


عي الحد العام المتتاية الحصارية _. 


۱ ۷ يا ,را عت Uy,‏ 
حالة خاصة ۸٣‏ + وب كبر إذا كان حدها الأول رں 


س إذا كان حدها الأول رن 


حالة خاصة ۳ × نا : 


۳ الأخير + الحد الأو 
سس سس لد (عدد 


۳ (الحد الأو ل( = $ 


1 - y-1 
u کک‎ ١ 


1-4 


ا 


S = ولا + ولا‎ + ۰۰+ uy = (n + 1( ) 7 


1+1 
Vy 1 - )‏ < = ,را | 1 سور ۰ ۰۰ ۰ * ۷ 00 C7 û‏ 0 
حالة خاصة إذا كا1 = بن فإن: 


V0 4 4 ) 39 - 17-1 + î = (n + 1( 1‏ = از 


إذا كانت ع ,ط ,2 ثلاثة حذوگ (ماقهنیسمی (: وسط 
هندسي ویکون 46 = ۶( ومنه نجد: 
(n)‏ 


صا ويكون ع + م ع = ط2 ومنه نجد: 
Un-1 + Un+1‏ = لام 


- اتجاه تغير المتتالية الحسابية 
(un)‏ متتالية حسابية أساسها «: 


= Vq-1 X nrt1 
اتجاه تغير المتتالية الهندسية‎ - 
: (برد) متتالية هندسية أساسها‎ 

الحالة الأولى: 1 < 4 

- إذا كان 0 < ,نا فان (,ة) منزایدة نماما, 
- إذا كان 0 > مس فان (,:1) متناقصة تماما, 
الحالة الثانیه: 1 = 4 فان (,,ة) ثابتة, 
الحالة الثالثه: 1 > و > 0 

- إذا كان 0 < ود فان (,0) متنافصة نماما, 
- اذا كان 0 > و فان (:1) متزايدة تماما, 


- إذا كان 0 < م فان (:) متزايدة تماما. 
- إذا كان 0 > ٣‏ فإن(ل) متناقصة تماما. 
- إذا كان 0 = ٣‏ فان (ه) ثابتة. 


ىو 


1-برهن أن Vn)‏ 
أساسها وحدها الا 


3-احسب بدلالة 1 


۰.۰2 Vn 


x) = 5x + 6 

متعامد ومتجانس | 

1-ادرس اتجاه تغدٍ 

۰ 2-أوجد فاصلة نقد 
ذو المعادلة: ت 

۰ 3-احسب (2) f‏ ثه 


پر هن انه من اجا 

6- tn) 
| 5بین أنه من أجل‎ 
تم استنتج مرة آخری‎ 


یھ کے 


السلسلة الفط 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


- نهاية المتتالية الهندسية 
(,1) متتالية هندسية أساسها ي فإنه: 
1- إذا کان1 > و > 1- فان0 = ,را بل 


- نهاية المتتالية الحسابية 
(مه) متتالية حسابية أساسها , فانه: 
1- إذا کان 0 < فان + < lim tn‏ 


(متتالية متباعدة). زر متقازبة). 
2 إذا كان 0 > 7 فان مہ = lim, u‏ 2- إذا كان 1 = و فان ونا = س Hi‏ 
(متتالية متباعدة), ۲ و متقاربة): 
- اذا کا فانه* 
3-إإلاكان 0 = فان lim Un = Uo‏ 3 0 جر ۳ ۱ 
n+ + 0‏ ََ إذا كان 0 > ونا فإن ملك = lim Vn‏ . 
ير (متتالية متقاربة). ی 
(منتالية متباعدة). 
- إذا كان 0 > مس فان 0= = U,‏ لا 
(منتالية متباعدة). 


4- إذا كان 1- > ۾ فان النهاية غير موجودة, 
متتالية متباعدة). 


۱ له القضیا المننانليات من ونب ری :22 ” 


+ ___ لگ 
.. تمرین مهم جدا وشامل 01 


۰ سس سس سس سس ...سس 
الجزء الأول 0 
SY‏ 
n‏ 5 
)چ( 5= بن 
1-برهن أن (بن) متتالية هندسية يطلب تحديد 1- البرهان أن (,رنت) متتالية هندسيه: 
٠‏ اساسهاروحدها الأول. تكون (,ة) متتالية هندسية إذا كان 
| درس ايجتاه تغير (,,نة) واستنتج آنها متقاربة ثم 6 ۷ a Un‏ 
أحسب نهايتها : 5/ 5١7‏ 5 غات 
ود رو لدينا <) (=)5= -) 5 = وبيرتا 
3-احسب بدلالة 71 الجداء ,م: 3 3 8 E1‏ 
Ug X 17731776 ....X U‏ = ۷ ۷ = بيرم 


ومنه المتتالية (,,نة) هندسية أساسها 2 = و وحدها الأول 


AT. 50 2 

لتكن الدالة ۶ المعرفة على الكجال ]468 :0] حيث: 5= (5)5 = و« ومنە (ج) 5 = ينا 
6 ×۷5 = () ۰ (6) منكناه البذائي في معلم 2-دراسة اتجاه تغير المتتالية (,,2ه): 
متعامد ومتجانس ([:0:1). 


ندرس إشارة الفرة - 
1-ادرس اتجاه تغير الدالة f‏ ثم شكل جدّل تغيراتها. رس ۱ ر Un‏ 7 ۷+1 
2-أوجد فاصلة نقطة تقاطع (م,6) مع المسنتقيم وني 86 5 8 SS‏ 
ذو المعادلة: × = ر ٠‏ 5 5/ 517 
ولصب (2)ر ثم ارسم (مع6)و (ه). (58-(2) (5)2- 
ر 5 11 5 
: [*-2] = 
لتكن (,:) المتتالية العددية المعرفة ب: 1 = ملا ر اک 8 - 
ومن أجل كل عدد طبيعي :7 لدينا ریت = 1جيبلة ٠‏ 6 | 6 
1-على الرسم: مثل الحدود ويه » ا » 22 دون 66 (5)2- 
حسابها على محور الفواصل مع اظهار خطوط 9< /6 
التمثيل. ثم ضع تخمينا حول اتجاه تغير )u,(‏ ومنه (ن) متتالية متناقصه تماما 
>" وتقاربها استنتاج ان (,ر) متتالية متقارية 
2برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ٠‏ | بما أن (,) متتالية هندسی(وایناپه(1 > و > 1- 
Uu, > 6 -‏ >> 1 فهي متقاربة 5 
3-أدرس اتجاه تغير المتتالية (,,يه) ثم استنتج أنها حساك النهاية: 
متقاربة وعين „iM, tn‏ 0 - 00 لان: 1 >> 1- 
4برهن أنه من اجل عدد طبيعي :: 3-حساب الجداء رم بدلالة ::: 
un)‏ - 6)ج > یبیل - 6 > 0 Vo X 171 X ۰.۰۰26 Un‏ = بر 


5بین أنه من أجل 1 © 7 » ما >> ببلة - 6 > 0 ا ۳ = n‏ 


> اسئنت- أ< 5 
م استنتج مرة اخری ا من 


1 = ۷0 0 < 11 
vy = 8‏ ز 1 - 7 
2و = :۳ : 2 *] بالضرب طرف لطرف 


n=Nn; ح را‎ ۲ 
نجد‎ 
Pn = (9وت) ون‎ )172092( X ۰... (“7ووتة)‎ 
Pn = vğ **(q x q x q3 كا.. ...ا‎ q") 
5) 52 53 
ف ب‎ ۱ ۳ 0 


٩۳8 6 01 


6 6 6 
142434 
۲ 6 7+1 5) = 
| ات )| 5( = رم 
SN‏ 58 
31 


حدرد متتالية حسابية 
وس 
ا لجز الثاني 
حساب النهايات: +٥‏ = (2) 1۴ل 
الاشتقاق:الدالة ] قابلة لاشتقاق على المجال [5+-:0]: 
< ('/ 


6 + 215 ۰ 
اتجاه التغیر: نعلم أنه مهما يكن ]+ :0] ع ‏ فان * 
5 
0<اس. 
6 + 1/52 2 


ومنه الدالة م متزايدة تماما على ] 60+ :0] 
جدول التغیرات: لدينا 1/6 = (0 


تمارین شاملة للانطلاقة الممتازة 


السلسلة الفضر 


3-حساب (2) ۴ و الرسم 


4 = 6 + (5)2 = (2)] 
ےھ ا ا 


05 ١ 15 2 25 3 35 4 8 $ 5 9 65 7 6 


TT TAET tT 9 


الجزء الثالث 
1-تمثيل الحدود في الرسم السابق 
التخمين: 


نلاحظ أن t2‏ < 11 < و14 
أي المتتالية (un)‏ متزايدة تماما وتتقارب نحو فاص 
نقطة تقاطع (,6) مع (4) أي نحو العدد 6 


2 البرهان بالتراجع أن: 6 > ,ريه > 1 


#رنسمي (0)ن الخاصية: 6 > بل > 1 


ماگل 0 = م لدينا 6 > 1 = ويه > 1أي (0)م 
ر 

- نفرض_(۸) بيمسحققة من أجل كل عدد طبيعي 7 

أي 6 > ,لاک 1 

ونبرهن صحة (1,+ :7)م,أي 6 > وبرلا > 1 

لدينا من الفرضية ای یک جم > 1 

والدالة م مستمرة ومتزاندة تماما ومنه 


2-إيجاد فاصلة نقطة تقاطع (م6) مع (۸) ولدينا في المعطيات أن uN | (un)‏ 
نحل المعادلة برع ()/ 6 + )5(6( > يبيبلا > 6 + (۱/5)1 
=x‏ 6 + 5 6 > وجيبلة ک ۹/11 > 1 
نربع الطرفین نجد: × = 6 + ×5 ومنه (1 + )م محققة 
0 < 6 - 5 - 12 - وأخیرا وحسب البرهان بالتراجم فانه من أجل كل 
A= 25 + 4(6)(1)‏ عدد طبيعي ۸ فان 6 > پں > 1 
| 49- ومنه ‏ 00-7 8 3077۳۳۳5 3۳۳۳ 
۱ اسب لتاب بو ا 55 3- دراسه اتجاه تغير المتتالية (,,/:): 
2 == ندرس إشارة الفرة 3 
۱ ]0+ ;0[ € 1- ومنه 6 X=‏ يق 8 سيا 3-3 n‏ 
= 


Sun + 6 - Un 
ب7بببب)__بإونييييا ب ل ج اال ا پک‎ 


السلسلة الفضية 
Sun + 6 +n‏ = 


Sun + 6 - Uf 
ی‎ TO ER 


< Buy + 6 + n 


u2 + Sun + 6 

` Sun + 6 + Un 
Bug + 6+, <0 لدينا‎ 
لان1 / »ا (من البرهان بالتر اجع)‎ 


ندرس 7 + Sun‏ + 2رد 
غ سي ,49 A=‏ 
ا" 4 
n1 9 ۱‏ 
_ 87 
۳ 2 5-1 هه 
TES 0 7‏ > لما 
[6 :1] ع يبنا 
ومنه 0 < يرنه - وريه أي المتتالية (ببده) متزايهة 


- الاستنتاج انها متقارية: 
بما أن (بربه) متتالية متزايدة تماما ومحدودة من 
الاعلی بالعدد 6 فهي متقاربة نحو نهاية | 
- حساپ ,11 „im‏ 
بماآق زیر متقارية 
فان | = يدينه بر = بل" 
اي نحل المعادلة 1 < )۶ 
1 - 6 + ]5+ مع 0 < | وحسب سوال نقطة 
تقاطع (م6) مع (۵) نجد آن: 6 = راو 1- = را 
لکن [6 :1] © 1- ومنه 6 = ]1 إذن: 
lim up = 6‏ 


م + +7 
4البرهان أن (بده - 6) 2 > —6 > 0 


أي دبیلا - 6 ک 0 


6 + 6-5 = ودسلة - 6 


و 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
لدينا 6 > وببرنه > 1 أي 6 > 6+ ا5ل > 1 


نضیف 6: 12 > 6 وت اسان 

نقلب ب ا = 
ونضر في 5: ۾ سس ی 

لديا الوا ويس 

نضرب في (,:ه - 6) كل طرف نجد 


u 5‏ - 5)6 - 5(6 
فى ةي تحال ےا 
Sun +6 7‏ +6 12 
5 5 
و ناد أل بان 
S(6-un)‏ 
ومنه ‏ (هلا- 6 م > و 
لدینا (ولا-5)6 5 5 
Un+1 66 ۳3‏ - 6 
آي (ملا- 6) 2 ك وبملا - 6 > 0 


5-البرهان أن من أجل ]1 ع 72: 
Un‏ >> 6-11 < 0 
هناك طريقتان للبرهان: 
- طريقة 1: لدينا مما سبق أن 
(يبلة - 6) 2 > يبيبلة - 6 > 0 


ومنه نجد: 


ه 


tS RE, 5 18 إينة-‎ ۰ 
2 )6 - ]يا‎ 
3 


> و1 6 > 1:0 < 11 


> ونه - 6 > 2:0 < 71 


(يبلة - 6) = > يريا 2 6 > 1:0  -‏ ح و 
بالضرب طرف لطرف ثم الاختزال,نجد: 


1-1-1 


0 > 6 که‎ )2( (6 - o) 


Sun + 6)(6 + 5u, +6)‏ = 6( _ ۳ 
em‏ ل 2 5 = را 
۷ د . > - ۰ 4 
سیم( 
Sun +6 ` 6+ Sun +6‏ +6 ` اک ن ديه Un S n‏ - 6 ک 
ات ج < 30 _ _ ا 
۳ 6 + مول +6 لدينا 5 = (5)2 > و -6 > 0 
( 415 


تمارین شاملة للانطلاقه الممتازة سس خر 
سر ومنه (1 + )0 محدفه واخیر! شین 
ل بمب 1 0 د - وچ 
5 5 > 0 آي ( 000 محققة (5)2 > u,‏ -6 > 0 ت أجل كل ل ع , 
- استنتاج مرة أخرى ا lim‏ 


مت م 
جح 11 


نفرض أن (7)71 محققة 
لدينا u, <5 Ê)‏ —6 > 0 


ونبرهن صحة (1 + 7071 

7+1 
اي (5)2 ك ہہ - 6 > 0 7 
لدینا من الفرضية: (5)2 > u,‏ -6 > 0 
0 1 5/. 11۳1 5 
نضرب فى (م) ند (2) 5 > (مه- 206 
لكنَّ/لدينا من السابق أن: 


/ 5 
)4 % )چ > وجيبلا - 6 > 0 


im, بر‎ = lim 5)) =0 ولدينا‎ 


من +11 


لان 1 > 2 > أ 


jim (Un ح‎ 8 = =0 

جج ے 
إذن: 6 = لا lim‏ 
دنخب 11 


اي E‏ 5 يرجه - 6 > 0 


.. تمرين مهم جدا وشامل 02 


5 (,رله) متتالية هندسية حدوک‌ها موجه تماما: ج س سس 
الع به - ولا ها 3 كج الحل المقصل 
= 6 ها 2 + وه 146 
١‏ 
9 7 7 ده ) وحدها الأول / 1-تعيين الأساس © ف ما للمتتالية (ببد) 
2 -اكتب Un‏ بدلالة 11 5 لدينا 1= = Inu‏ - ولا 111 
ميب[ اتجاه تغير المتتالية In (E) = .(tn)‏ 
3-برهن أن العدد سین حدا د المتتالية ۲ 
من حدو 5-5 24 
(un)‏ عفن و 1130 ولا ومنه 1 = ( In (Ê ٩‏ 
4-أحسب ما 1 In(q),‏ أي Inq = Ine‏ 
FU FU Fn‏ ونه = S1‏ 0 و با - 
.۰ + ونا + + u‏ = ری 6 ° = وناو ولا = ونه 
»۳ ت : سس ۰ 5 ٠‏ 
(u6) 3 o‏ = 6 14 = وال و1 2+ لا 2 
ia a 4o.‏ 1 ونال ب ل 
وا aug + 21۳ 162 > a‏ 
1-«ولا( . هلك ولا 4 ولا ع یک 1 وهنفصا )2( 2 + aug‏ 
au, + 1 pp = Uo < U1 X * .. 76 Un‏ 
جا ۳ + ٠‏ ++ ولا 0[ سي ياه = رک ۲ 1 


0007 ر 1 -(6 ند‎ Un 
S8 تن 2 نس 2+2 و‎ 
(ugq متتالية عددية معرفة 9 11 0 “ا‎ )1:(-1! 
= 1 ب‎ N 3 ان‎ 8 
:)92 ۷ (9و‎ 11 2 In uğ + Inq yı = 3 ها‎ n+ - ما۳‎ 


1-أثبت أن (,ن) منتالية حا 1 = 6 و[ 9 + nu,‏ 
ی بية يطلب تعيين اساسها 5 2 ولا و 1 - , 


2 > واا اي 2 = لها 
2 “خسب بدلالة بج المجموع 5 ويا 


TA = Vo + 01 دس‎ 


مسا | 


تمارين شاملة للانطلاقة الممتازة 
1= 0 

5 > 5 > 0 أي ( 0)م محققة 
نفرض أن (70) محققة 
ونبرهن صحة (1 + )م 
1+ 
أي 5 5 وبی - 056 

86 ب 
لدینا من الفرضية: (5)2 > u,‏ - 6 > 0 
چم . ۰/5۱ 5۱7۳1 مم5 
رب في (2) نجد (2) 5 > (رنة 26 
لكن لديا من السابق آن: 


رآخيرا فإن: ۱ 
وه 135 )وس و ۳ 1 


(2) 5 > ا 6 > 0 من جل کل ۲۷ ۶ ۱ 
> = 1 
6 


۱ استنتاج مرة آخری lim Un‏ 


11-4 مه‎ 
کت‎ n 
0 > 6 Un > 5 ( 
lim <>, = [i 5۱ 
n++oo ۲ 5 86 - 0 ولدينا‎ 
5 
لأن 1 > 0 ب‎ 


منه وحسب مبرهنة الحصر فإن: 
im, (un ¬ 6( = 0 ee‏ 
مم 


إذن: 6 م مل 

۹۹ 

اي (5)2 > وله -6 > 0 
2. تمرین مهم جدا وشامل 02 

1- (») متتالية هندسية حدودها للوجيةبتماما: 1 

hug - ۱۳1! =1 ۳‏ أ > الحل المفصل 

11 = ونان ه21 + Inu‏ اح حم ص ی 
6 3 هروه الأسا ۱ تتالى 

1-عين أساس المتتالية (,ريه ) وحدها الأول م0 مین ا 4“ (un)‏ 
2-اکتب Un‏ بدلالة n‏ ۶ ل 


ثم ادرس اتجاه تغير المتتالية (ں). 
3-برهن أن العدد 2020 حدا من حدود المتتالية 


(ربلت) وعین رتبته. 
Uo ۲ U1 + Ug +۲ ٠٠١ , Un‏ = 51 
و۰۰۰ + u + u + u3‏ = رک 
1 1 1 1 
مس ۰.۰ ات ې ح وق 
U2 Un‏ 11 140 
هه + uo + u + ua‏ = وى 


۰۰۰۵ ۲ جلا + ولا + Sg = Ug‏ 
1-1( . ۰۰۰ + علا + ولا + 4 = 56 
X Uz X ۰... Un‏ ولا Dn << Ug X‏ 
Inu, + 1012 + 0 + In Un‏ + ولا م[ = رک 
+ ج + + رن = و5 
e ` 2 1‏ 
11-(,ن) متتالية عددية معرفة على لا ب: 
Un 7 Mun‏ 11[ 3 = رل 
1-أثبت أن (,ره) متتالية حسابية يطلب تعيين اساسها 
وحدها الأول. 
2-احسب بدلالة :م المجموع ,.7: 
T = Vo + 9 ۰۰۰ ۱-1‏ 


5-21 11112 حم 15 1۳ 
ے 2۱ 
In 8 1 7‏ 
= مدمه 1 (لكق) و 
1 = )۱۵ أي Inq = Ine‏ 
ومنه ۰ 7 - q‏ 
لينا ك6 ی 
۳۳ 110۹ ¬ 6 و 1000 > و11 
1 
2 5 
)6( = ونال و 11 7 
In 6‏ 2 و In U3‏ 


ln ول‎ + 2 Inug? ل‎ 


9 اس 9 2 + ۱۱۱13 


1113 + ۵ 8 0 = 1 
Nfs بر‎ 0 e 
6) =1 

1 - 9 2 77 
In 6 + Inq‏ و 11 =( )۱ 
€= ولا 1 > ون 3 6 ۱۱0 
و اي 2۳۰ 
ولا In o‏ 2 


۲ T7 


دراسة اتجاه تغير :(un)‏ 


ندرس إشارة الفرق Un+1 — Un‏ 
e"‏ 72م > 


— 7+1+1ي‎ - gn+1 


0< [1 ع] "ع = ام × 91ج مت 
ومنه آه) متتالية متزايدة تماما 


Un+1 7 Un 


lir 

ف نحل المعادلة 0م = Un‏ أي 00 - 7+1 
ومنه 2020 = 1 غات 9 - 7 ومنه العدد 
0 حدا من حدود () ورتبته هي 2020 لأنها 

کے انطلقت من موا 


5 4- حساب احامیع واه 


01- حساب S1‏ 
1 وا : 


و - 1 = 56 


Uo + 10 + ۰۰۰ + U, = Uo 


2- حساب و5 
وه + ...+ وه + u‏ + و = وک 
n = oq"‏ _ 
ذه > 18 
= 3 = 3 
کج 3)) = ولا 


نجدا 309 3(3وول) = 3 


u‏ = 7(3وول) = زا 


الت قن + ...+ 6 u3‏ + 3و u‏ + قل = وک 
ne ۹3"]‏ ك0 5 uğ [1 + q3‏ = 
حدود متتابعة لمتتالية هندسية أساسها 3و = 0 
وحدها الأول قيمته 1 
3 1-3 
1-3 


= 100 ؛ 0 8 = وک 


3- البرهانءآن,العددٍ 22020 حدا من حدود زیی 


المتتالیات من الألف إلى الیاء 


o 
حدود متتابعة لمتتالية هندسية أساسها‎ 
لح ے ایرآ قب‎ 
اي‎ = = 


جد ا لكو 1 
=e *q > 6 ۳‏ 
ارين ۳ 


Uo 
1 


S4 حساب‎ -04 


un‏ ل uo + fu + ua + ٠.١‏ = وى 
aq = Jug‏ = بل 
Jug + uo q + uo 02 + ٠.١ + toq"‏ = وى 
۳ + ... + 2و/. + و + 1[ u‏ = وک 


ig = ۰, q' = e 74 
n+1 
ا ده | ,و‎ H% د‎ 


05- حساب 5 


5 = 10 r FU +۲ ۰۰۰ + Un 
= 10 q۳ — e11 


ومنه: ف 
() متالية هندسية أساه اك وحدها 
الأول 6 عد Wo‏ 

ومنه نجد ,+ ۷۰ 1 Wo‏ = 3 


0002 +027 د 
شري 
6- حساب مک 
(*8 ع ۲) 
+uUg + Ug + ١‏ با = 56 


ومنه ,1ا = 2۳م = 1+1 e2‏ = ہر 
(Hn)‏ متتالية هندسية أساسها 62 = "7 وحدها الأول 
Hı = e2‏ 

Sg = H + ولا + ولا‎ + ۰۰۰4+ Fn ومنه‎ 


تمارين شاملة للانطلاقة الممتازة 


- 62270- 
مقر نع‎ 2 1-2 
BP; حساب‎ -7 
Pp = Uo كا‎ U1 X 112 X ...X Un 
Un = ۳ 
Uo = ولا‎ 
u1 = 84 
112 5 i ۰ 
بالضرب طرفٍ لطرف نجد ۾ 4003 = وله‎ 
.Un 2<- ۳ 5 
Pq, = uo (54)(To 4, 2 و‎ (uoq”) 
لاح‎ (60.92.97 ....9۳( 


i Sk 
PEN ( 1 حدود متتابعة لمتتالية حسابية اساسها‎ 


P, = ep" g3) +1( 


8- حساب ر5 


/ 7 
* ولا = ری‎ + Inu, + nua ۰ - + [nun 
وى‎ = In(Uug X U1 X U2 ۰ . ۷ n) 

S7 = In(P,) 
Py = Ug X U1 X ...X Un لان‎ 


ال 1۱09 زگ 
1ج In‏ + 0۳و = رک 
n‏ 
)1+ 06 +1+ 7 < 57 


u, = 1 
n 

+« کے 2 
gt 2‏ 22 و۹ 


Sj EEE TE Tre 


Sg = e(n +1)‏ 
ج جج سح یت یی 
01-1- البرهان أن (,,بة) متتالية حسابية: 
حتی تکون (,ة) متتالية حسابية يجب : 
Vp SF‏ <- 1 بيرقة - دراسة ات 
لدینا سوه ما- Un+2‏ 0 = يبرن 
ولدینا (۳*۶ع):1[8- 6۳*3 318 = v,+1‏ 
n+1‏ 5 3 
1و و[ — vq = 3lne"*?‏ ووا 
اذن - الى 
(n + 2( - 360 +2) + 6+ 1(‏ - (3 +3004 = با ıı‏ 1 
2 < 1 +6474 - 3 1-2 3149 2 
ومنه 2 = ,9 < 7+1 [- م دالة عد 
أي المتتالية (رن) حسابية اساسها 2 = ۲ وحدها الارل ری رد 7 
1 1 - "ها 3 = vo‏ ۳ 
و[ - Se"‏ رع رو , i‏ 
2- حساب بدلالة م المجموع Fe‏ او عيب اتجا؛ 
Vo + 9 + ۰۰۰۰+ ۷-1‏ = بر[ ن شكل جدول 
xt 1 ۰‏ ۲ 
ی عد 
مت 
Dr =+ 1(‏ + و 
)2 22+ 5 + 5(5 = ,7 4- ارسم (۵) 
3" د ت 
T= ^ an + 8) n(n + 4)‏ 1¬ (ہu)‏ متتا 
2 1 = .1 ومر 
1- أنشئ على 
1 و ولا . نم 
(به) وتقاربها 
2- احسب ,1 
ليست حسابية , 
3- برهن بالتر 
١ > un 5 1‏ 
4 بين بطریقة 
متناقصه 
5- استنتج أن 
6- بين أنه من 
nl‏ 
حيث ع[ عدد . 
تعیینه, 
7- استنتج أنه 


| 9 


الت > 7 
- رسم منحناها البياني , 
- انشاء حدود المتتالية . 

كيفية البرهان ان المتتالية لا حسابية ولا هندسية ولا ثابتة, 

- البرهان بالتراجع . 
ء ثراسة اتجاه تغير المتتالية بطر يقتي" 
1 - حساب نهاية متتالية. 
7 - برهان المتباينات . 
- ايجاد وضعیه ج حتى تكون المتتالية هندسية. 
- عبارة الحد العام للمتتالية هندسية . 
- المجاميع والجذاغات بطريقة رائعة . 
- المتتالية العبنابية ومجموعها . 


f -[‏ لساري ا يه :12 
بالعبارة - بر + 2 ح ))8 . 

(Cr)‏ الم ا في معلم متعامد"متجانس 
([[;0) ۰ (۵) مستقيم معادلته × = 2, 

1- ادرس اتجاه تغير الدالة عر على المجال [11 3 
ثم شکل جدول تغيراتها. 

2- استنتج أنه إذا كان 11 > > 2 فان: 

. f(x) €]2; 11[ 

3- ادرس وضعية (م6) بالنسبة إلى (۵) . 

4 ارسم (۵) ثم (6۶) . 

(uy) -11‏ متعللية عدية معرفة بحذها الأول ê‏ : 
1 = وا ومن ال سيل 


الق اسل الحفرد: “o‏ 
ينا حول اتجاه تغير المتتالية 


(بست) ‏ < 
1- أنشئ على حامل محوز 
(,ه) وتقاربها. 
2 احسب بل و دلا ثم تحقق أن المتتالية (يرلة) 
ليست حسابية ولیست هندسية ولیست ثابتة. 
3- برهن بالتراجع أنه من أجل کل عدد طبيعي :7 : 
u, > 1‏ > 3 
4- بين بطریقتین مختلفتین أن المتتالية (يبلة) 
تست 


5- استنتج أن المتتالية (») متقاربة نحو نهاية ! 


ا 
6- بين أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ : 
۱ بت نیج ۳9 - 3] 
حیث | عدد حقرقی ينتمي لمجال ]1 0[ يطلب 
ا توف لدف دبس ا 


المتتالیات من الألف بسح چم الياء 


۴ > | ,هه - ات ا > 0 

ثم استنتج مرة أخرى ا „im,‏ 

11- (,ن) متتالية معرفه 2 علی | N‏ ب: 
In(u, + ©(‏ = ,تن حيث IR‏ € « 

- رن ازیه الخد ۾ حتی تكون المتتالية (Un)‏ 
قنانسفة اساسفا 2 ج واحسب الحد الأول من واستنتج 
آنها متقاربة. 

- اکتب ,نه بدلالة :7 واحسب ,رل ثم عين 

ہا بدلالة :7 واحسب ہا ,im,‏ 

3- احسب بدلالة ” المجاميع والجداءات التالية ثم 


عين نهاية كل منها: 

له« ۰ + وتا + وتا + vo‏ = و5 

S2 = 71442 + 1443 +۰.۰+ Vn+2021 
تن + ...+ أن + ون + ون = وک‎ 
8 8 8 8 
سب ...+ + + = وى‎ 
Jo 71 4 Vn 
0 = هش ون‎ 2 a ف‎ 
و ات‎ + 2 


2 +..۰ + و2237 + 2101 + و = 56 
: (2- مب . .. كا (2 ح ينه)(2 - ولا) = رک 
In( uo - 2) + In( u, - 2( +:‏ = وک 
277 (2 - بل )۱0 + 
و و17 ۰4 .۰ +4 وتا +4 رت + ولا = وگ 
U,‏ ا ی ی بت 510 
vq .. .‏ 17 6 = 511 
In(v,)2‏ + هم + In(vo)* + In(y9?‏ = درک 
(eS) Fj (n + 2n + 2)‏ + (2 + وت) = 3ı‏ 
") حث) رز +۰ ده ل ( i(2‏ + (* 3 
۷- (,س) متتالية معرفة على : (۸)0! = 
1- بين أن المتتالية (۷) حسابية يطلج؟تعيين اساسا 
وحدها الاول Wo‏ . 
2- استنتج اتجاه تغير المتتالية (,/لا) ثم اكتب ر 
بدلالة 1 . 
3- عین قیم العدد الطبيعي ‏ : (۱:)10 < وس إن 
وجدت. 
4- آحسب 1 بدلالة 2: 


Wo F W1 F ۰۰۰ + Won‏ = = ,7 ثم عين 1 اللاي 


لع اا يي 2 


السلسلة لفط 


ولدینا؛ 0< 2 - ۹2 السلسلة الفضية 

سم الحل و2>*>11 أي eh‏ أي المتتالية (برنه) متنا 
لسسلل ‏ ل ب ب ر ايو او یه نه الم فند إشارة الد فاصلة تقلة +2 5 
[- 1- دراسة اتجاه تغیر الدالة م على المجال ومنه المقام يو :۱ ند صلة نقطة تقاطع 2 
117 :12 : 3 س اس 
الدالة ۶ قابلة للاشتقاق على [11 :2[ ودالتها 3 و 53 لدينا: 
ر ۳و ۳ 2 
5 1 + 0ع f'(x)‏ وح سب یز مرفوض لان [11 ;2[€ ۽ 2- ۰11+ 2 

2 2× - 2 2# 


7 1 / 
كبر د - (fF)‏ 
ومنه الدالة £ متزایدة«تماماعلی [11 :2[ 
- جذول التغیزاته ” ” 


- التحقق أن المتتالية 
لأن بل - ول وا 


۱ 5- 3/ 
4 رسم (۵) ثم (,6). : 
3 9 ۱ 5 إذا وجدنا 11 - 2ا 
fog 2 +72 - 2 < 2‏ أن المتالية 
لظ احا مه للف سل ۲۸ وانغا تکون السالية < 
 :)2( 62: 11[‏ ر ب) ليست هندسية 
لدينا 11 > × > 2 والدالة م متزايدة تماما على لأن: لاع كلا 
المجال [2:11[ ۰ ندخل الدالة م على الأطراف: لله كاي 
f(11)‏ > همع > f(2)‏ ۴ 
5 > ()] > 2 
3 دراسة وضعية (,0) بالنسبة إلى (4):_ | 11- 1- إنشاء على حامل محور الفواصل الحدود: بكرن الا 
لدينا × = ر :(۵) E‏ 
ندرس إشارة الفرق × - (:) على المجال 599 
1211 : عالت ديك 
بر - 2 - + 2 < بن - f)‏ 8 
(2-2*) - 2 + = 
نضرب في المرافق: 
[(2 - ×) + 92-2 ][(2 - 6 -2-*×۷] _ عکون المتتاليا 
(2 - ) + 2 - :۷ 1 
باستعمال المتطابقة الشهيرة: 3-البرهان بالتراجع 
۱ 2م - <u, > 11 (a ¬ b)(a + b) = a‏ 3.: 
نجد: لا ا لا ال سس : لخاه 
اتساب دري إعطاء تخمين حول اتجاه تغير المقتالية نسمي مةل 
(2-) + ۷-72 زرا وتقاريها: لدينا 1 = مب أء 
6 - 5 + 2و ۳ Uo Û‏ > لا > ول ومنه (0) محفقه: 
(2 -) +2 


السلسلة الفضية 

أي المتتالية (ررلة) متناقصة تماما وتتقارب نحو 
فاصلة نقطة تقاطع (6) مع (۵) أي نحو العدد 3 

2 حساب 1 ف 1412 ال 
لدیناه 5 تت 25 


11۳1 = f (un) س‎ 2 + ۷ Un و‎ 2 


0+1 = f(uo) = f (11) =2 + ۷ 11 - 2 
u > 5 
ونا‎ = 2 + 3 


- التحقق أل المتتالية (,بله) : 
أ) ليست حسابية: 
لان 471 - و11 36 ولا < .1 
5 - 244/3 + 11 - 5 

مللاحظة 

إذا وجدنا 1لا ¬ U2‏ = و11 - 11 فهذا لا يعني 
أن السالية حسابية بالف رة 

وانما تکون المتتالية حسايية إذا تحققت العلاقة التالية: 


Un+1 - Un EF‏ يي 
ب) ليست هندسية 
لأن: شاب 
2+3 5 
5 11 
ملاحظة 
تکون المتتالية هندسية |ذا وفقط |ذا کان: 
ا 1-+«147 
چ 
ج) ليست ثابتة: 
ن U1‏ ع Uo‏ 
115 
ملاحظة !! 
تكون المتالية ثابتة إذا وفقط إذا كان 
Un+1 = Un‏ 


<u, > 1‏ 3 .: 
نسمي p(n)‏ الخاضية "11 > Un‏ < 3" 
لدينا 11 = وبه اي 11 > 11 > 3 


oe 


ومنه (۸) م محققة من أجل 0 = ۸ 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
نفرض أن (0) محققة أي 11 > ,ره > 3 
ونبرهن صحة (1 + )7 
ي 11 > جيرا ک 3 
لدينا من الفرضیة: 11 > ,رنه > 3 
والدالة / متزايدة تماما ء فندخل / على كل طرف: 
(11)/ = (,)] = )3(/ 
5S > 1‏ تیک 

اي (:) محفقة من أجل 1 + « 
واخیرا:11 > ,1 > 3 من أجل كل عدد طبيعي ۱ 
4- بيان أن المتتالية (ttn)‏ متناقصة بطريقتين 
الطريقة 1: ندرس إشارة الفرق Un‏ 7 ۱۷۱ 

7U, = f (Un) = U, > 0‏ بیراا 
لان 0 > × - ۴)×x(‏ على المجال [11 :3] 
اي المتتالية (,,») متنافصا. 
الطريقة 02: البر هان بالتراجع, 
نسمي ()( الخاصية ,رل ک ېږ" 
نتحقق من صحة الخاصية (1) ن من أجل 0 = ۸ 
لدينا 1 = 1 ۰ 5 = u,‏ 


أي (7)2 محققة من أجل 0 = « 
#تفرضل أن (۸)م محققة أي Un+1 S Un‏ 
ونبرهن ضحة (1 + 702 أي بيرلا ک وبا 
لدينا من“الفرضية: ا ک راا 
والدالة ۶ مَتزايدة تماما على المجال [11 :3] فندخل 
الدالة ۶ علی" آلفطراف: 
f (un+1) & / (un)‏ 

Un+aS Ung 
«+ 1 ومنه ()7 محققة من أجل‎ 
اي الفتتالية (بده) متناقصة,‎ Un+1 5S Un وأخيرا:‎ 
استنتاج أن المتتالية (,»)رمتقأربة نحو نهاية‎ -5 
يطلب تعيينها:‎ ] 
بما أن المتتالية (,,؛) متناقصة ومحدودة(ن)الأسفل‎ 
بالعدد 3 لان 11 > ,رده > 3 فهي متقاربة تاك‎ 
. | نهاية‎ 
: ] تعيين‎ 
: بما أن (») متقاربة نحو ] فإن‎ 

! ا ا وكليد ان 

و لدينا f (un) = Un+1‏ 
اي 2۱ ()۶ 
فنحل المعادلة ذات المجهول ] ۰ 

۲)۱( ۷0۵ 


{21} 


لکن لدينا مما سبق: 

0= +ع - رع / 
أي 3 = × 
ومنه نستنتج أن 0 = | - (1)/ 
معناه 3 = | 


6- بیان أنه من أجل كل عدد طبيعي ۱ : 
ul > ۷3 - «| _‏ - 3| 
لدينا 1 > > 0 
و ملا حفلة 
ازل من ابره الأيسر ثم نصعد انطلاقا من البرهان 
باتراجم أي 11 > ,رده > 3 
لدینا: |(2 - بل + 2)- 3| | u‏ - 3] 


3 |8 - 2/- Jun - 2| 
F> ۱ - 21 + fun - 2| 
1 F Jn ا‎ 2| 


(m-2) _ 11 - (u, < 2(| 
4 1+ مل +1[ ا‎ -2| 2| 
3= 4 


< سس‎ < 13 - 
۳ 7 ۱ n+1| 


ولدينا: 11 > ,له > 3 
E =2 2901-5‏ 2= 
ثم نجذر الأطراف: 
۷11-2 5 7 - هلال > 5-2 
3 2 - لاله ک 1 
نضیف العدد ۰1 
un - 2 +41 > 1‏ > 1+ 1 
نقلب الاطر اف: 
1 1 1 
سک یت که اس 
0 2 2 +1 4 


لدینا: 11 ک ,ره > 3 أي 0 5 بل - 3 

أي 0 < انا - 3| 

نضرب المتباينة (1) في العدد أنه - 3] 
1 - 

ہے اوت3 

1+ u, =2 2 

|3 - EES 

بالمطابقة نجد ان: << » لان 1 > 2 > 0 


0 السلسلة ال 
7 استنتاج أنه من أجل كل عدد طبيعي ۱ : سس 
u,| < Bk"‏ - 3 > 0 () ). 
الطريقة 01: 

لدینا | - 23 ک ابت - 5|3 0 )8 
1 لکن لديئا؛ 

اواا م 3ر 5 | tt,‏ ج 3 5 0 :0 2 
1 حسلب خاه 

ان - 13ج 5 انك - 3]| 5 0 21 
/ :| 0 :2 ۳ 
اي - 13ج ک ان - 3| 5 ۰ 1 i"‏ 
إذن من اء 


ارسررنا - 3] د > ادا - 3| > 0 :1 n=‏ -استنتاج 
بالضرب طرفا لطرف (مع الاختز ال): لدینا؛ 
عدد الهذود 1 ۱ ۲ 

(2) > ان - ۱3 4 تعلم أن | 
حسب 


أو - 3] 
1-141 1 
6 < ایرلا - 3]| 054 


ات 3 
)8( 2 ذ) > ابن - 3| > 0 
إلطرّيقة 02: 
نتتغمل البر هان بالتراجع: 
نسمي0)71(7 الخاصية 
EO (8)"‏ - 3[ > ۰:0 
من أجل 0 = لدینا: 


TOO 


(1()8) > :11 -—434< 0 
(8) > |8-| ک0 
8 > 9 > 0 
(7)7 محققة من أجل 0  <‏ 
نفرض أن )7 محفقة اي 


1 
)9( 6 ك ابه - 3| > 0 
ونبرهن صحة (1 + ”)م اي 
11۷1 


0 > |3 - unl 5 3 (8) 


لنيدا من الفرضية آن 
44 
® (2) > امه - -3| > 0 5 
نضرب آطراف المتباينة في 2 نجد: يجب | 


ومنه (1/+ )م محققة 


اذن من أجل کل عدد طبيعي 1 + 7 . 


1 
0 > |3 - أجل‎ <85) 
: Tim U8 -استنتاج‎ 


م + بو 
لدينا: )8< ایب" - 3| 0 
/ = 1 ۰ 1 
نعلم أن 0 6 بسنا لأنيل > 2ب 1- 
حسب مبرهنة الحصر فإن : 
0 = اب - 3| lim‏ 
مدب 


منه: 3 lim‏ 
5 = و + ج 71 


1-1- تعيين قيمة العدد ى حتى تكون المتتالية ” 
۰ ” 1 
(,«) هندسية أساسها ٤‏ 


تكون (بت) متتالية هندسية أساسها < = ۾ إذا وفقط 


1 0 
Vn+1 = 3n إذا کان‎ 
vn = In(u, + ۵( 


n+ = In(Uun+1 + @) 
vn+1 = In(2 + uy, — 2 + ©( 
2 + 
ES 
Un — 


In(ab) = Ina +Inb ; a >0; b >0 | 


vn+1 = In( Un - 2 کش + )مه‎ | 
يرلا‎ = 2 
1 1 
In Va = Ina = ماح‎ » | 
1 
Vn+1 = n(n - 205 + In (1 + کت عاك‎ 


1 
+( + (2 - م2 وو 


22 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


2 + ۵ 
n (1+ 5 
13 - 2 
2 +a 
1 + = 
Up =2 
ع٥‎ = 1 لان‎ 
2 + ۵ 
< 1 - 1 
Un — 2 
2+ 0 
< 0 
یر3۸‎ : 2 


ينعدم كسر إذا انعدم بسطه لأن المقام لا ینعدم» | 
اي 0 = ي + 2 ومنه 2-- 6 
ومنه قيمة م حتى تكون (,) متتالية هندسية 
اساسها د = ۾ هي 2- دهج 
- حساب الحد الأول و7 

)2 — )۱0 = با 

vo = 1۳) - 2( 

vo = In(11 — 2) = 9 

ومنه: ‏ ۱9 = و۷ 
-استنتاج أنها متقاربة: 


“يما أن (,,نة) متتالية هندسية اساسها < = و ۳ 


1 > ج 1- فان (,رن) متقاربة نحو نهايتها | 
2- کتابة ,مه بدلالة :7 


ید "هوت = بت 


vy = [10 مرو‎ 54 


- حساب ,37 11111 
ا 


1 
lim vg نلك‎ “1 In(9) = 0 


0ه + ب ]7 
۱ 1 
لان 27 1 أي0 = 6 لا 
- استنتاج ري بدلاله 11 : 
لدینا (2 - ,)13 = يرنه 
gen — pln(un-2)‏ 
pen = Un - 2‏ 
Un = e" + 2‏ 
11 
ولدينا 129 6 = 


423۲ 


۔حساب lim TU,‏ : 
1+00" 
لدينا: 2+ u, = e"‏ 
2+ 2م 95 ]2 +4 lim Un = lim [e‏ 
م ++ 71۳۰ 
8ك وب و 
تعيين نهاية کل منها: 
مشکلة.اجامیع والجداءات الغريبة نذهب إلى 


ومنه: 


53 = وا + 9 + و9‎ 4۰۰۹+ Un 
4 (,رنة) متتالية هندسية أكاسها ك‎ 
Vo =in9 و‎ 


علد اسلید ود 


q 
1= 


دد الحدود 


هب × اليد الأول اك ۴ ۳ 


3 × لد الأول مج 


| × (1۳)9 2 = وى 


1 7+1 
ول‎ ٩ = i, (21x -)2( ۱ | 


= 9 


السلسلة 2 
V1443 ۳ + Un+2021‏ + مره 
هو مجموع حدود متتابعة لمتتالية هند 
1+2021-1442+1 1 
(2) -1 
1 2 = رک 
1-7 
1+2021-1442+1 1 
).1 
01442 = و5 


1 
2 
9 


71442 = (ln 9) (2 


0 


o > )2( 1۸9 لدینا:‎ 
vî = [O ın 9 ومنه:‎ 
7113 
vî = 6 ۱ [In 9]? 


07-67 - e 


۰ 


0 
v= 0 ]1<9[3 = 


9 متتالية هندسیه 2 سانها < - 0 وحدد 

الأول: 9)3 (ln‏ = وا 

Eto f tı + t+... +tn‏ ود 

مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندمئية 

1 11 
i) 


1 


1 
ل تروص = وى 


1 
8 
11+1 اا 5 
6 ۳ 5 


lim LE ع‎ ib 800 9)3 


ص 1۱۱-۰۰ 


e | 


jim 


السلسلة الفضية 
?)9 19) 8 


5 117141 5 
ım 6 = e ۸‏ 
4 شاء 0 8 تس + ب ۳۱ 


8 8 8 8 
له بح + سلس = 
7 8 سر وک 
1 8 _ 8 
اكلم IB?‏ فى .كم 6 ww‏ 
)2( 9 (2) " 
4 ہے ے 2 1ے 1 
2 
8 1 
۰ خ ع 7 Bi‏ و 
In 9 ۴ ۳‏ 
ا 


با( . عورا د o 1 5 î‏ = 54 


grit 1‏ 8 
Ab an 2+1 _‏ - 
1 آوچ 1 اه 8 
5 +۲7۶ _ ۵ - : 
9 11 2[ 9 0 ۳ = و5 اد 
لان: + = 2۳۳1 lim‏ 1 
ص + بعر 
17 17 
... دحام 1 دعق 
0٩4 2 ۴ 2 2 2‏ = 5 
شینا: 159 (2) = بد 
11 1 
Vn (5) In 9‏ 
28 2 
خواص القوی: 
سب اش 
۳ *2 2 
E 4 4 1 14 > ۳‏ 
)4( = مج = جروج - و و »2 
n‏ 1 
vn _ (2 in9 1 1‏ 
gr n9‏ ور = 2n 2n‏ 
Un -( ۳‏ 
n 3 ۱۱9 < 6‏ 
حيث (,ا) اس > وحدها 
لاول 9و = 
+t. ty‏ ها > 
مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندسيه 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


49 
-1] وه 


57 7+1 1 01 
لان 0= () ص 
2 +۰۰ + و2217 + ,20 + و = م5 
لديناء 


5 ا 
وماج ۱9-2۳ )5 "2 = ين "2 


2" vq ع‎ 129 = n 


(hh ۳۳‏ متتالية ثابتة. 
إضافة مق الأستاذ: 
لو وجدنا الالية,ین الشكل ,غ = 9 7:18 فان 
(,غ) محاليةحناية أ ہا 9ه1 = 
أو وجدنا ,۶ = 2۳ فان (4) متتالية هندسية 
ایا 2 - ۰ 
جا + . .لدو + Sg = to Lê‏ 
عدد الحدود × کنمهدآلحد رگ 
)0+1 - 01690 > 
SRE (n + 1()159(‏ 
مه+ = (9 ه1()1 + lim Sg = lim (n‏ 
مه + -11 ص + 71 
لو وجدنا أن (جّ) 18 = 
يعني 60 0( )1+ Sg = (n‏ 


425 ( 


فإن: 


ه- - (nÛ)‏ ۰+۸ و 
لأن 0 > 6 In‏ 


۱۱-۰۰٩ من‎ 


(2 ح 1) »ا ... × (2 - 1 (2- (uo‏ = ري 
لدينا: (2 - 0)1 = ,رن 
تدخل الأسية على كل طرف: 
en =U, =2‏ 


نت 
۰ 


2 - 1 = اي 
2 - ,1 = الاق 


uy, — 2‏ = ولاق 
بالتعويض في عبارة الجداء نجد: 
(uo -2( 0 5 2) X ۰۰۷ (Un > 2(‏ = رک 
X ...X e™‏ 60۷۷۵۸ ری 
خواص الدالة الاسیة: 
اجهى = اي ير e“‏ 


د 
0 


۳ ا... X‏ واج xX‏ ری 
و۲۰۰۰ و + و۷ ۰ 


حدود متنابعة لمتتالية هندسیةی ‏ سے 1 
حدود متتايعة للمتتالية الهندسية التي أساسها 2 = q‏ 
وحدها الأول 119 > وت 

vo + رن + ۰۰۰+ ولا‎ << S1 


| 5 ۳ (9)ه21 = رک 


7+1 
۱ 6 ج 1 9 1 سب ۲ 
2 | ۳ ع" 51 „i,‏ 
9 = 
1 = ۳9۶و = e21"?‏ = رق lim‏ 


0+ بر 


5 1 110 -2( + 1): -2([ + 
١ + In un - 2) 


1 1 0 
لا لض[‎ 2 Inu, = 2)2 = دی‎ 2) 
Sg = 11n(ug — 2) + 2) = 2( + 0 -2( 
1 س‎ 
وى‎ = 2In((uo - 2)(u, — 2) ۷ ۰. (Un 20) 


1 1 1د‎ =$ Ine? 
وى‎ = 75 = 6 1 2 1 


۱1۱۳1 


1 
(ج) -09]1 »2 - 3 
141 1 
(ج) 1| 9« - ,5 


۱ a 1 n+1 
e ala “ع‎ 


< 9 
1 


ان1 > 2 > 1- اي 0 = | 0۳ 


=n a ا‎ 


lim 
۱۱-4 م‎ 


Van‏ م4 .,. مك 14 + 10 = وي 


1 47 1 n 
(ع هب‎ (E) = 


tn‏ متتالية هندسية أساسها ‏ = 'بن وحدها الأول 


o = 9‏ 
وين و + o‏ = وگ 
1 
(ج) -1 9 
سس a‏ (9ظ1) = وى 
1-6 


و5 


1+1 1 16 
8 (چم) -:]9« 33 - 


۱1۴1 16 
۱ (مما- ۳ سس الى > وکا تن 


سس 


وکو ۰.۰ ۳۳ 


4 ج ا 
0 6 (9 20 > رها 
(tn)‏ متتالية هندسية اساسها ان 


وحدها الأول 1۳2 ے ٩ t‏ 
8 1 
Fy‏ و + ين = So‏ 
In9 1-6‏ 
و ۰-2۳ 


۱ ۱ ل ال ۰ ية 


۲-6 | 


16 9 


10 7 8 15 
21۳9 1 
10 15 16 


29 7 
,im 1 [S01 = > LS 5 15 | ۳ 56 | 
5 21۳9 
2: 


(vn)‏ × ) × *(وتت) = ورگ 

1ً 1 

),(* = (ın) ۱ م‎ (۶ 6 
6 


e 
)و(‎ = (In 9(2 
(wı) = 9(2ه0‎ (2) 


(2) *(9 ۸ = روس 
(v)* = (In 9)2 ۳‏ 


2n 


1 


2 


(2) 9(۴«) = تررس 
بالضرب طرفا لطرف نجد: 
14+24 1 
[(In 941 6‏ = = وود 
+...+ 1+2 
حدود متتابعة لمتتالية حسابية اساسها ٣1‏ حدها الأول 1 
1+ 11-1 
[1+70]حسصه 1 
S11 = ]) 1١ +1 6‏ 
بك 


[In 92 +2 6‏ = ورى 


ا و و تست هت nnn‏ 


مم + ...+ In(v,)*‏ + 2(رس)مها + In(vo)*‏ = ورگ 
v2 x .. 32‏ كا In(vğ‏ > درک 
درک In‏ - = ورگ 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


71 
5 
)و 0 ها > ورگ 


(201+1 1 
In 6‏ + 92۳۲2 )۱ = ورى 
(2) هاه + 1( + رو مها (2 + (2n‏ = ورى 
(n + 1( 2 ۱010 9) - 20 4|‏ = درگ 


1+7[ 


[S2] = lim,‏ ار 


(n + 1) [2In(ln9) Zln 4| 


= -0 


مس م - 


(vo + 2) + (v, + 4) +--+ (u, + 2 + 2(‏ = ورگ 
|69 متتالية هندسية اساسها < = ۾ وحدها الاول 
vo = 9‏ 

tq = 2n +2 

e‏ متتالية حسابية أساسها 2 = ٣‏ وحدها الاول 

2 = وا 

مع +۰ ا ی ا عم ۰+ (vo Fv‏ = درک 

[ + وه م9 +| "(2) -1| 21n9‏ = ورد 


1 111 n 
ماج | () -2109]1 = یگ‎ +e 


۴ بي 1۱۳+11 ۳ ۱ 
3 جر ۱ 5( - ۳ ۳9 0 im,‏ > امركا lim‏ 


= 4-00 ۰ 


كع | ل كسلا 6 15+ 6 In‏ ع S14‏ 


DO) 


ب = ۱02 ع (102 < 
(,ع) متتالية حسابية أساسها 2 10  <‏ وحدها الاول 
In 2‏ = 6 : 
اه وج عل دوع حل رع = S14‏ 
+nln2]‏ جوا 2-1 
n‏ 
S14 = > ]02 + nln 2]‏ 


n 
, im كا‎ 14] = „im, ۴ [In2 + ملم‎ 1 


من( 


427} 


مواضيع شعبة العلوم التجريبية 
۷ 1- البرهان أن (,,۱۷) متتالية حسابیه: 
تکون (,۱۷) متتالية حساببة إذا وفقط إذا کان: 

۲ ع‎ R حيث‎ Wı - ۱۷, < ۳ 


Wa = IN vp, 
Wn = In جر‎ 


رما 
In vy, = In ( -‏ = وبا Wy, = In‏ 7 وبی۱۳۷ 
11 


1, 1 
2n 
= In 5 In 2/9 


= - |02 =r 7 

ومنه المتتالية (wî)‏ حسابية اساسها 2 r=‏ 
وحدها الاول: ۱9 = ول ها = وا 
استنتاج اتجاه تغير ال#تنالية Wa‏ 
بما أن (Wn)‏ متتالية حسابية انیاییها 

r= -172 > 0‏ 
فإنها متتالية متناقصة تماما 
2 - كتابة ,رب بدلالة :7 : 

Wn ح‎ ۷۷۵ 7 XT 

y wy, = ۱۱/۱8 9( 2 


3 -تعیین قيم 7 إن وجدت حيث 10 10 < ,۱۲ : 


In(ln 9) - 711۳7 2 > 0 
-7 10 2 > In 10 - In(ln 9) 
-1 نضرب المتراجحة في‎ 
111۳ 2 > - 18 10 + ۱۸۲۸ 9) 
۱0 2 نقسم على‎ 
ی‎ In 10 + In(In 10) 
In 2 


,س متتالية حسابية 


السلسلة الف 


11 > -8 


ومنه قیم :م غير موجودة 
4 حساب ,7 بدلالة 11 : 


Tn = Wo + وبا‎ +... + Wan 


27 - 0 +1 
Tn = [wo + [رو۱۲‎ 
2۱ + 1 
| 2 lIn(In 9) + In(ln9) - مله‎ 21 


T = [2n + 1][In(In9) - ملم‎ 2] 
„im [T,] = -0 


مواضيع شعبة العلوم التجريبية 


لل 
۴۳ 
دا | 


/ 


2 


السلسله الفضيه المتتاليات من الآلف إلى اليا 


7+1 


1 + 11 
5 الموضوع ری الثالث (6 + «4-) 
المتتالية العددية (un)‏ معرفة = على لا ب )3 + (n + 1)(—2n‏ = 
۱ اک د ومنه 3+ Sp = 2n +n‏ 
1( بين أن المتتالیه (,14) حسابیه يطلب تعیین أساسها 2-ب-تعيين قيمة 7 بحیث 30132- = ۾؟ 


وی حدها الاول ہ1. 
62 من أجل كل عدد طبيعي : نضع 
کے U‏ +۰۰۰ يلا عد و1 < رگ 
أ بين آنه من أجل كل عدد طبيعي «: 
Sq 2-272 + 83‏ 
ب- عبن قیمة الک طويعي و« بحیث 
2- = برد 


لدينا 3 + م + 22 = بك ولتحدید قیمه 7 التي 
من أجليا 30132- = 5 

معناه وضع 2- - 3 + + 2712- 

—2n + + 30135 = 0 أي‎ 

نحشب 4 0 < 241081 <۸ 


245 وت 
تک = ... ... مرفوض ( ۸ عدد طبيعي) 


ا و تماما من و 123 = :712 
أجل كل عدد طبيعي :: (,) ماك ومنه قيمة ۾ بحيث 30132- = ۾ک هي 
أ- اكتب عبارة بر بدلالة :م 3 n=‏ 

2- = ودرا 


ب- بين أن Un‏ متتالية هند: ية أا پا جع _ 
Sn = - 32‏ 
4) من أجل كل عدد طبيعي : نضع: 


S#= In 0 (1 -3([ +1 8 (1 بحت‎ 3 ۳۹ 
, + 1n (1 ا(‎ 


.n بدلالة‎ Sh احسب‎ 


u, 1) لدیتا‎ 

Up = en 5 
۳ ومنه جوم‎ 

م 3دب-بیان أن المتتالية (,) هندسية أساسها +-ع 
د ا 222222 
حتهيتكون المتتالية (vp)‏ هندسیه يجب أن تحقق : 

Un+1 = Un X q 
لدينا 3گ ي د پت ومنه 3+(40+1-م و9‎ 


محر الحل بت 
و بي © > Vn+1‏ 
ت + - 
1-بيان أن المتتالية (م؛) حسابية: كنا و انهم 
1-بیان ان المددلي“ (۱۷۰ 2ء لد Vn+1 5y Xe‏ 


حتى تكون (,به) متتالية حسابية يجب أن تحقق : 
Un+1 - Un =r‏ 


ومنه (,ن) متتالية هرا ايوا * + = ۾ 
وحدها الاول 3ے = 3+(0( 4 م ون 


لدينا : 3 + 47- = يرن سس 
منه 3 + (1 + —4(n‏ = ربولا 4حساب ,5 بدلاله 71 : 
ي لدينا : 
—4n + 3‏ و + )1+ [-4(n‏ = = جیبلا 1_ 1_ 4 
) (3 کا — )3+ 4= [wı (1 21۳ = An‏ «۱ + |( 1( 0 # 
~e (1~ = 4 — 4+3 1 4-3‏ 
ومنه 4— = n+1 Un+1 “U,‏ 0 ۳۳ 
ومنه ( ,,)ة) متتالية حسابية أساسها 4- = م وحدها | In [wn (=z (| = In [n‏ 
الأول 3 = 3 + (4)0- = ولا ل e‏ 
2-آ-بیان آنه من أجل كل عدد طبيعي بو أن : 0 2 
ا 489 266 افو بسح 


لدینا ‏ +۰ حل ا ب ا 


اللي ب ۳ .+1 لت +[ ماج مب 


مواضيع عة العتوم التجريبية 


= ) ها چ "O4‏ ومته | 3 > يبيبلا 5 
عدجا 3 أي الخاصية زو + )6 محققة من أجل 1 + , 
تا Sl‏ 2 1 نتن من أجل كل عند طبيعي ۸ إن : 3 > ,دا 
- - 1 2 سه ر 5 ےہ $= ”> 5 و كه عه 0 >4 و22 0 
2 3 2 بیع یگ 2سبیین أن المتداليه زببیه) متزايدة تماما : 
)32 )+ 5 | حتى تكون انمتتلية (ہرں) متزايدة تماما يجب ار 
يكون : 
0 > يبلا - Un+1‏ 
ليا 3 > يبلة 
0 > 3 - ,11 
أي 0 < 3 + لا 


۱ وعته 0 < (3 + ببلا-) 2 

ولي 0 > يبلا - :بيرلا 

: کن تیه زنل مت ر ارده تد 

استنتاج أن (ببهه) متقارية : 

یم" ان ت اللمتتالده 2 (ه) متزايدة تماما ومحدودة من 
الاعلى ي 3 (3 > يره) فهي متقاربة نحو نهايته 


153 
3-أسحساب ون وييان أن المتتالية (,,) هندسية 
وو 


vo = 3)3 - uo) = = 3)3 - 0( =‏ 
2-8 ن 0 متتالية هتدسية : 
خی تكون هتدسية يجب أن تحقق : 
Un XQ ۰‏ < ویر 
(بيبلة - 3(3 = وبیر 


او مر 
۳۹۳ ۲ ول - 
یه - 3) x x‏ (ینه - 3) u) x‏ - 3) - يم = 
لحب 2 دوه . 
un + 9[ ۲7-۳۳‏ 1 
(بلا3 - 9) ج = 


1-لیرهان ياتتراجع أن : 3 > ل ۲ 
تسمي تخاصیه () ۲ 2 > 5 vn]‏ - 303] ج = 
من لجل 0 = ۸ اي 3 > 0 = ولا 


تقرض () محققه أي : 3 > با من أجل كل عدد n‏ کچ = بو 


تيرهن ضحة (3 + )م أي 4 3 > ولا الاول 9 = وله 


لدينا من اتقرضية 3 > بل" 


۳ 


السلسلة الفضية 
3-ب-كتابة بدلالة 1 عبارة الحد العام (,س) 
واستنتاج أن: ")3 - 3 = u,‏ 
كتابة الحد العام ل (,,ن1) بدلالة :م : 
لدينا 6 9 13 
Vp, = vo X q‏ 


استنتاج أن (3)3- 283 1 من أجل كل عدد 
بیعی 71 : 

نعل أن n 7 = 9 - 3U,‏ ومنه ,نت = 9 = 3u‏ 
أي و ا ا 

1 32 

۱ ۳ و تیه 
6 
ومنه 3 3-3 = Un‏ 
3ج حساب ,1 11111 : 
1۱-400 


(ييية- 3( ۷ ... X )3 =u) X‏ زوية - 3( P=‏ 
و الملا 305 2 ولد ومنه كل - ييا - 3 


تظير... رك 


vo 1 2‏ 
تك بر ...يا حل × ح يم 
وبالتالي 3 3 n‏ 


(vo X V1 X ...X Up) 


ITE 
_ 70(704)(709%) .... 
> n+1 

4+ +142 
مجموع متتالية حسابية نع 1+ ]ر 
31+1 
13 
00 7141و 


3« 
(*ووت) . 


5 2741 
2 


الى 
مع 5 
2+1 5 
n‏ 3 21 
)× _ 
31+1 
+۱۰ 96 
5 1+1" 
a Li‏ 
31+1 


n +n 


P, = 3"*1 x &)* ومند؛‎ 


المتتالیات من الألف إلى الیاء 
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7 الموضوع الأول- التمرين الثالث 
المتتالية العددية (,,») معرفة ب: 6 = وله (» عدد 
حقيقي)» ومن أجل كل عدد طبيعي : 
3 
Un+1 > ” -1‏ 
1نفرض أن 4- = ۾ 
برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ::: 


Un = -4 


نعتبر المتتالية العددية (,ر) المعرفة على مجموعة 
الأعداد الطبيعية ل ب: 
Vp = 1 + 4‏ 

2-- أثبت أن المتتالية (,رن) هندسية أساسها 2 
2-ب- اكتب عبارة الحد العام پا بدلالة 7 و ۾ ثم بين 
أن المتتالية (») متقاربة 
2سج- نضع من أجل كل عدد طبيعي ۸: 

Sn ولا‎ FU لا‎ Ft ۰ + Un 
„lim, Sn احسب ,رک بدلالة :7 و ۾ ثم أحسب‎ 


كج الحل 


1- الذرهان بالتراجع أن 4- = 
نسمي الخاصية (7)( حیث: 4- = 
-التحقق مر صحة الخاصية p(n)‏ 
من أجل 0 = 71 

4 دان = 11 
ومنه (7)0 محققة مق أجل = 11 
نفرص صحة (7)2 من أچل,ع آيي أن 4- = يرنه 
ونبرهن صحة (1 + )م مناج ۸1+ 
أي أن: 4- = Un+1‏ 
لدینا: 4- = ,يرنه ومنه: 


p(n): Un 


3 =4 3 
A Ma‏ 
مات وسقت ارو 
e‏ 
ومنه: 
Un+ = -4‏ 
ومنه (1 + )7 محققة من أجل 1 + 7 
وأخیرا؛: من أجل كل عدد طبيعي :7 : 4- n=‏ 


2 البرهان أن ( ,,ه) متتالية هندسية 
حتى تكون (,,ن) متتالية هندسية يجب أن تتحقق َه 


مواضيع شعبة العلوم التجريبية 
Vn X q‏ = ۷+۱ 
لدينا: 4 + 11 = 0n‏ ومنه: 


: 311 السلس 
(n 1‏ -) 8 2 ( )4+ € ۳۳ 


حساب رک ۱11 لدينا: 
: 5 7 5 ,. ۳ 1 "1 0 لك ۳ 1 اا لدينا ) 
ناليو 1 ۱ ۳9 
دك + us =o,‏ | اه “مي يم 
: 0~ پر۵ ۱۱| 6 
ومنه (,:) متتالية هندسية اساسها 2 = ۾ وحدها A‏ 


الا ل حیث؛: ۱۱11 59 3 
اساي 0 2 لان 1 > 2 > 1- ۱ 
Ug + 4‏ = ولا لان 0 8 گر ۱ 19 1 لدينا 
4 4+ د ون | وص- = iM, -(n r1)‏ 


2-ب كتابة“عيارةٌ ,به بدلالة » و ۸" 
لدينا (بر) متتالهه هنايسية أي آن: 


21 


7. بكالوريا 2020 علوم تجريبية _ 


[) الموضوع الثاني- التمرين الثالث 
المتتالية العددية 29 معرفة كما يلي: 0 = 1 ب کت 


۳۳ n 
Vn = Vo 1 


8 (4 + ه) ح رن 


ومد ومن أجل عدد طبيعي : 
4 ی = Unn1 = 3U, — 2n + 3 Vn‏ ),( ۰ 
vf -4 2‏ حايرلا 1- أحسب كلا من ,ا و 1 ثم خمّن اتجاه تغير 
3۱ 5 المتتالية (,,:ه) 3 
Un 7 (a + 4( - 4‏ 0و 52008 9 5 استنتاء 
لیرهاخ اه ۳0 4 2- لتكن (,,) المتتالية العددية المعرفة على لا ا 
برهان ان (ه) متقارب < 1 + Uu, ~n‏ = رن ۳ 


نحسب نهاية ببلة لما 2 يؤول الى ۰0+ 2ا- بِيّن أنّ (,ن) متتالية هندسية أساسها 3 » يطلب 


”يحبناب چذّها الأول 


3" lim u, = lim +4 )3( - 4 ع‎ -4 

دده 5 ۳ 0 ۳*۳ | 2-بي د أكتب ,رن بدلالة ‏ ثم استنتج عبارة الحد الاج - در 

۳ 3 بل بدلالة 7۱ ندرس ! 
52 ب 2-ج - آدرین اتجاه تخیر المتتالية (,ده) لدینا: 

ومنه 3- من أجل كل ید طبيعي ور نضع: (1- 


Uf ¥ ٠١ tn 5‏ + ولا = Sp‏ 
ع 6 19 3-]- بين انه من أجكيكل عدت#طبيعي ۸: 


منه ~~ 4 مثقا ۶ ۰ ۰ 4 
ومنه (.:ة) متتالية متقاربة نحو نهايتها وهي 4- (3-- 23y r‏ ,5 


ا منه 
جد حصب الموج و 3-ب-أحسب ,رى جوز دل 
لدينا: 4 - Un 3 VR‏ 0+ +71 3- البره 

ومنه: لددنا 
(vo -4( + (= 4) +۰ (n =4)‏ = ,$ كي الحل ll‏ 


۱ 
(عدد الحدود) (4 ) + (vo + v1 FF vn)‏ = رک 6 2 
3+ 200 - ورد - فلاحظ از 
3+ 0 - (3)0 = را 
3 = ره Wn‏ 
3u - 2)1( + 3‏ = يا 
و + 2 (3)3 = يرأي: 


0 < وا .۰ ۱ 
(: 


عدد الحدرد ۷ 
HER? 5‏ 0 تس 0 = Sn‏ 


0 


/ لب ۴۳ 
| تن دن 


U MH ۷ ۱ dF ۰۸ | 


1 دم‎ n 


یږ جز اج چ ج 
عم 


دب دن ل یر 
افك حسم سے 


السلسله الفضية 
-اتجاه تغير المتتالیه ,ر 
لدینا: | = ب n‏ 0 = 14 
عند يك هب سب 
2- البرهان أن رنه متتالية هندسية 
حتى تكون (,7) متتالية هندسية يجب تحقق: 
Vn+1 < Un 3» 4‏ 
لديّنا 1 )#1 hyd Unt (û‏ 
vp = (SU, 204 3( =n - 122 12‏ 
3U, 30 F3‏ = وريرنا 
Vn+1 = 3) =1 + 1) = 3v‏ 
ومنه (,ر) متتالقة هندية أساسها 3 = ۾ وحدها 
الأول وه حيث: 
1= و 
ب- كتابة ن بدلالة م 
(بت) متتالية هندسية: 


vo = Ug - 0 + 1 


“0 << بر" 
(YF <<‏ 1 < بر 
استنتاج عبارة ا 
لدینا 1 + ۸ - ,ريه ح وت ومنه: ر 
1 - ۲+1 با 2 Un‏ 
ج - دراسة اتجاه تغیر المتتالیه u‏ 


Un+1 7 Un ندرس إشارة الفرق‎ 
لدينا:‎ 
Un+1 = (3"* + (n +1) - 1) - (3" +n - 1) 
Un+1 - U, = 3۳*1 — 37 + 1 
Un+1 - „= 3x3" - 3" +1 


1 + 3-1(37) = سکن 
0 < 1 + 3۳0 2 ح بن - 
ودئة زرب نیت یت اس 


ومنه (,::) متتالية متزايدة تماما ا 
1 


Un+1 


لدینا uo + 1 + ۰-۰ + uy‏ = ورگ 
و بيه Un‏ 

نضع 72-1 ح- 

نلاحظ أن بو تتا حسابية حدها او 
قد دري رلساشها1 حم 


14, = n 3 Wn ومنه‎ 


أي: 


(o + Wo) + (v1 + wy) + <F (uy + W,) 
(Vg + ۰ ‘+ vn) + (Wo FW, + < ۰ ۱, ( 
1 - غد الحدو ,, عدد الحدودي‎ 


(الحد الاخیر + الحد الاول) ۷-7 و 


المتتالیات من الألف إلى الیاء 


و 3۳ ۸ 
(31-+1-)حجله سمحت 1 2 5 
am)‏ وج 1 ۳ 

n 1 -2 2 

[(2 - 1()6 + ) + (**10-3-] << رک 
1 

Sn =3" -1 +2 -2n +n - 2( 
1 

(3 - و - ا 3 


lim Sn ب- حساب‎ 


n¬++oo 
1 
1191 رک‎ = lim - )3۳۳ + n - n -3( 
71+60 و + جر‎ 2 
lin: Sq = + مه‎ 
n++o 
lim 3"*1 = + لأن‎ 
++ مه‎ 


lim (n -7 -3( = +00 و‎ 
n+ مد‎ 
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الموضوع الأول - التمرين الأول 
(,ية) المتتالية العددية المعرفة ب: 13 = ما ومن 
أجل كل عدد طبيعي + ۰ 2 + 2 = مسق 
#-]- يرهن بالتراجع أنه: من أجل كل عدد طبيعي :7 


۰ 


un >1‏ 
بادرس اتجاه تغير المتتالية (Un)‏ واستنتج أنها 
متقاربة» م 
2- (ب) المتتالهة العددية المعرفة على ل ي: 
Inu 1(‏ = 
اثبت أن المتتالية (#رية) حيتابية يطلب تعيين أساسها 
وحدها الأول 
3- اكتب ,ره بدلالة :7 ثم بیش أنه يمن أجل كل عدد 
طبيعي ۰7 + 1 تين واحسب غندئذ „iM, n‏ 
4- بين أنه من أجل كل عدد طبيعي ۰ 
n+1‏ 1 
GO, - 1( x ...» =D = ۴ 3‏ 
52 


اا ال او سس سيب يسيس سو سند 


کتر الحل 


1-- ۱ البرهان بالتراجع أنه من أجل کل عدد طبيعي ۱۱ 
1 2 ما _ 
- نسمي الخاصية P(n)‏ "1 > ,یر" 
- من أجل 0 = ۸ یکون 13 م و 1 < 13 أي 
1 < و1۸ اي (7)0 محفقة من أجل ۵ = ۸ 
ی أن ()7 محققة من أجل عدد طبيعي ۱۱ 


كيفي أي 1 < ۾ 
وثبرٌهن أن (1 + ۲)۸ محققة أي 1 < ربیرند. 
لدينا وزوالفرض 1< i,‏ 
ومنه < “un‏ 
4 12 
3 3 3 دح 5 = g n‏ 


ومنه 1 < ربمم 4 (1 +( محفقة 
- إذن 1 < ,رده من أجل کل عدد طبيعي 11. 


1-ب- دراسة اتجاه تغير المتتالية له (),:1) 


- لدراسة اتجاه تغير (,,:) يكفي.دز اش إشارة الفرق 


Un+1 7 Un 


4 1 
gn =‏ حح 14 و كا 


5 u n لدينا‎ 


/ 4 
1+1 7 U, = “pln 1 
۱ _4 
g (1 - un) 
Un 1 مما سبق وجدنا أن‎ 


4 
g (1 - un) <0 


Un+1 < 


ومنه 0 > را - وبا 

معناد (un)‏ متتالية متذ ة تماما .على ¥ 
استنتاج الثقارب 

يما أن (un)‏ متناقصة ومحدودة من الأسفل فهي 
متقاربة. 


أساسها وحدها لول 
لكي تكون (,نا) حسابية يلزم ويكفي أن يكون 
Up =F‏ 7 يمنا 
لدينا )1 — )۱ = 
ومنه (1 ج اک = +۷ 
أي (1 - + ln Un‏ = 


1 1 
Vn = In 6 Un 7 5 


1+1 = 


(ln > 1((‏ ۹" ل 
9 ا چ( = 5 وجا 


V+ > ln) Un 

وله () ۸| = ¬ نوا 
معناه (,,۷) متتالية حسابية اساسها 0 "=n‏ 
وحدها الاول 

(۱۱)12 = (1 - ۱۷)13 = (۱ 
3- كتابة (Vn)‏ بدلالة ۱ 
(,ا) متتالية حسابية ومنه ۱۱۳ + ۲ = ,۱ 

= 11)12( +n n) 


۱ ۱۱۱6۷0 = 


n 


u, = 12)12( + )ها‎ 0 

۱, < 55 

-پرهان أنه من أجل كل عدد طبيعي : 
لدينا (1 = )۸| = مرن 


ومنه 


- +22: 


tn > 1‏ سب ((ج)آی :51 en‏ 
ومنه 1 + 6۲ = ا 
1+ 3 )ای = Un‏ 
12 
ent 1 ۰‏ 


12 12 
8 ۳ = )1 + 1( ظ 


12 
۳1 Fen 1) = û, ذ‎ ۱), ¬ 1) 


U, > 


n 1 (1 5 7 


4- تبيان أن: 
7+1 1 

(ug - 1( 60 - 1) X ..X (u, - 1) = 6 
ا‎ 


۳3 


(Un = 1)‏ ۷۰۰۷ )1 — ون (1 = (ug‏ 
gln((uo-1)(u1-1)x..x(un 1((‏ > 
gln((uo-1)+1n(u,-1)+-..+In(un-—1))‏ 
ولا got‏ — 
بأخذ ,م مجموع متتالية حسابية س يكون 
(vo + (r + 1)‏ 
الملل = V1 + ۰۰۰ + Un‏ + ولا = Sn‏ 


2 گم 
(In(12) + In (3 + 1)‏ 
که دد 


1 


)12( 12 + ) 
Gn )‏ رتم = ود 
23 
ttn‏ ج102 + 71+ (to 1)(u4 4 1) ۹ (un = 1( — ea‏ 
gn‏ = 
ر 2 
n+1 12 )12( 2‏ 
( )دام ت )دا م = عدم 
1+")12( ۳ 


٠ = 


.9. بكالوريا 2019 علوم تجريبية 
9 بکالوریا 2222-2012 


الموصوع الثاني - التمرين الثاني 
م الدالة المعرفة على المجال [4:7] بت 
f(x) = Vx + 2 + 4‏ 
1-- بين آن الدالة f‏ متزايدة تماما على المجال 
4;7 5 
نقتم آنه من أجل كل حدد سيقي بد من 
المجال [7 :4] فان [4:7] © (*) / ۱ 
2- برهن أنه: من أجل كل عدد حفيفي × من المجال 
و 49-14 بت رات 
[4:7] فان چ +4-× = ع - f()‏ 
ثم استنتج آنه من اجل کل 
]7 :4[ فان 0 < 2 - (0] 0 ۱ 
(u,)-3‏ المتتالية العددية المعرفة ب: 4 = ما ومس 
أجل كل عدد طبيعي 7 » (,نة) /ر = :+ 
5-ا-بر هن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي :7 
Sun > 7 ۱‏ 4 


عدد حقيقي ‏ من المجال 


المتتالیات من الألف إلى الیاء 
3سب- استنتج اتجاه تغير المتتالية (») ثم بين آنها 
متقاربة 
4-- بين أنه من أجل کل عدد طبيعي ۲ 

(ببنة - 1 ك ودبلا - 7 
4سب-اسئنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي n‏ 
)3 > ا - 7 > ۰0 ثم أحسب نهاية 


المتتالیه(,) 

کر الحل 
1-- بیان أن الدالة م متزايدة تماما على المجال 
]7 :4[ 


لدینا: م دالة مستمرة وقابلة للاشتقاق على المجال 
]مه+ ;2 - [ إذا هي كذلك على المجال [4:7] 
ودالتها المشتقة هي: 
1 ۳ ۳ 
و۲۹ ۱ 
لما [4:7] € × یکون 0 < ر ومنه م دالة 
متزايدة تماما على المجال [7 :4] 
1-ب- استنتاج أنه من أجل كل [7 :4] € × یکون 
[7 ء f(x)‏ 
لدینا:[4۳7] € × اذا: 7 > × > 4 
وبما"ان-2 دالة متزايدة تماما على [7 :4] فان: 
f(4) > f(x) > f(7) 4‏ 
¥4 ول > ١/6 + + > f(x)‏ > +4 
f(x) <3 + 4‏ < 4 
7 >2 )] > 4 
ومنه نستنتج أن [7 :4] ع (٭)£ 


ار 9-14 
2- برهان انه جب ۳۳۳2( / 
لدينا 
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f(x) - N + 2 + 4 - x 
۳2 - »- 4) (F7 + (*- 4) 
©. اخ اتتا ن کی ا کے‎ 


Vx + 2 + (x - 4( 
_ 2+ 2- )2 - 7 


(4 - +( + 2+ 
8x‏ + 16 - 2 - 2+۲2 
سس 
4 - + 2+ ۷ 
14 - 9 + 2« _ 
4 عر + 2 + ۷ 
-استنتاج أن 0 < × - (×) / 
لدينا [4:7] € x‏ 


3 


مح حب سوم سجريبيه 


ومنه 


xz 4‏ 
0 < 4 - در 
و 0 < 2+ x‏ 
4<0- 2+2 دعل 
ومنه إشارة × - (×)۴ من |شارة 
4 - ×9 + 2× 
لدینا: 
0 = 14 - 9 + 2 
A= 81 - 4)-14()-1(‏ 
A= 25‏ 


ومنه (2()2-7 - )+ 14-2 ×9 + 2× 
لدينا x<7‏ 
ومنه 0 > 27 

0+ 2 = 
ومنه 0 < (7-)(2 -ع)- 
إذن وفي الأخير نستنتج أن 0 < × - (۶) 
3-أ- البرهان بالتراجع أن 7 > >u‏ 4 
- نسمي الخاصية (7)2: 7 > ببلا > 4 , 
- من أجل 0 = 7 يكون 4 = ولاو 7 > 4 > 4 
ومنه 7 >> 14 > 4 
اذا الخاصية (0:) محققة من أجل قيمة ابتدائية 

11 << 0 

ونفرض أن (7)2 محققة من أجل عدد طبيعي : 
كيفي أي 7 > به > 4 محققة 
لدينا من فرضية التراجع: 7 > ما > 4 
أي [4:7] € un‏ 
ولدينا من السؤال (1 - ب) نجد أن لما [4:7] € × 
يكون [4:7] ع ()] 
إذن [4:7] ع f (un)‏ 
اه 7> f(un)‏ > 4 

7 هيبلا > 4 
ومنه خاصية التراجع محققة من أجل 1 + : أي أن 
(1 + )م محققة ۱ 
- اذن من أجل كل !۱ ع ۰ فان: 7 > مد > 4 


4 بیان أن (بده -  )7‏ ک وہہ - 7 


3-ب-استنتاج اتجاه تغير (,1) 
لدينا من نتيجة السزال 2 نجد أن لما [7 بمب ۱ 
فان 0 < ۲ - )م اف 
ولدينا من نتيجة السؤال 3-أسمن أجل كل عن . 
n‏ يكون 7 > ,ا > 4 ف 
ومنه فان من أجل كل عدد طبيعي ۾ يكون 


0 2 يبلا - f (un)‏ 
ادن 0 > لا < Un+1‏ 
ومنه نستنتج أن المتتالية (؛:) متزايدة 


بيان آنها متقاربة: 
بما أن المتتالية (برده) متزايدة ومحدودة من الأ 
بالعدد 7 فأنها متقاربة نحو نهایتها 1 


لدينا 4 - 2 + ال 7 = وبيرلة - 7 
2 + ,ندل - 3 = 

_ (3-Jun+2)(3+un+2) 

2+ نال +34 0 


_ 9-(un+2) 


`` 3+ un+2 


7-1 _ 
un+2‏ +3 `` 
ولدينا S7‏ يبلا >> 4 
وهنه 9< 2 + ين > 6 
un + 2 > 3‏ > ۷6 
u, + 2 > 6‏ + 3 > 16 + 3 > 4 
4 1 1 42 
un+2 7 4‏ +3 7 6 
وبما آن 7 > سافان 0 < مہ-7 
بضرب المتبايئة (+) "في _ ںا - 7 نجد 


الى 9ے ے ی 
4 2+ ميل +34 6 
ومقة u)‏ - 7) 2 يجلا - 7 


ب استنتاج أن (2) 3 > ,67 
ات اک ات مكب 


من السزال السابق (مبله - 2)7 > وبيللة - 57 
1 1 5 
ومنه من أجل قيم :(مبه - 2)7 > ول - 7 75 


1 023 
(ينة - 7)ج > هلا ۳۹ 


3 r) 
0 بضرب طرفا لطرف وا!‎ 


السلسلة الفضية 


11۳ 
1o)‏ ¬ 7) (2) > من - 0>7 
ومنه نجد 3< "(2) > مه - 27 0 
حساب نهاية المتتالية (ببلا) 


لدينا 3 () > بل - 7 > 0 
. °= 3 
انم 1>+> 1- 


ومنه وكيب مبرهنة الحصر نجد أن 
7 جزمن - 7( دنا 
مور 

"tii = 7# 


n¬+ +00 


ع الموضوع الأول التمزیق الأول 
(ببت) متتالية عددية معرفة بحدها کف ولا يك حیث 
1 > اي عند لتيسي ©: 


ب بل < Un+1‏ 


1- ا- برهن بالتراجع اکن لول کن عدد طبيعي 2 
2-> يرلا 
حب يقن أن )ملد متناقصة تماما على /8 
ستنتج أنها متقاربة. 
و مشي رس 
- أثبت أن المتتالية (,رن) حسابية أساسها < يطلب 


Un 


تعيين حدها الأول. 

3-عبّر بدلالة 7 عن یرت و لا » وأحسب رل 70 
4بیّن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸: 

(2- 1 = نا بلط . . . .1ق ولا + وناولا 


م الحل 
1-1 - البرهان بالتراجع من أجل كل عدد طبيعي :7 
آن: ج 0 


- نسمي ()0 الخاصية "2- < ,رلا" 

- من اجل 0 = « أي 1 = ولا ومنه 

رت - < ولا و 2- < 1 

أي (2)0 محققة محققة من أجل 0 = ۸ 

- نفرض أن () م محققة من أجل كل عدد طبيعي 
۸ كيفي اي 2- - > U,‏ محفقة ونبرهن صحة 
(1 + )2 أي 2- < وبرلا 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


لدینا من الفرضية 7 


نضیف 5 للطرفین 5 + 2- < 5 + ,لا 
* و المة 1 

خم فطع ي 3 5+ 
٠. 5 571‏ 9 

نضرب في 9- نجد وس و و 
نضيف 1 نجد وب خا 
ومنه 2- > Un+ı‏ 


ومنه الخاصية (1 + )7 محققة 
- إذن من أجل كل عدد طبيعي ۸" فإن: 2- < ,رلا 
1-ب - البرهان أن (,,/]) متتالية متناقصة تماما: 


يكفي أن نبرهن أن إشارة الفرق 0 > ,رلا - وبول 
مع 2- < U,‏ 
بل - سس -1- Un+1 - Un‏ 
ولا5 - كورلا - 5-9 + Un‏ _ 
Un + 5‏ 5 
4 - لا - تلا 
5+ لا 5 

— (U, + 4U, + 4( 

کک ت ت پل - ا 
نلاجظ أن العبارة 4 + يلا4 + را هي المتطابقة 
الشهيڑة 
۶ط ]2 + ۶و = ۶( + ح) تصبح 

#ي< 2(۶ + لا)- 

مر کرک لا - ہبی 
وهناك طريقة آخر 
لتحلیل المعادلة 4 جر ,4+ *یرلا نقوم بحساب 
الممیز 
0 = (4)1()4 - 16 =ا یا هناك حل مضاعف 
2- - جح هر لا 
وتحليل العبارة يكون 
(U, + 2) (U, + 2)‏ = 4 + رلا ججلا U,‏ 
*(2 + بلا) < 
ندرس (شارة المقام: 
لدینا 2- < لا 


نضیف 5 للطرفین 0 < 3 < 5 + ,رلا 

ومنه المقام موجب فالاشارة من إشارة البسط 

ندرس اشارة البسط: *(2 + بلا)- ‏ ۱ 

لدينا 2- > U,‏ 5 
0 < 2 درولا 

نقوم بتربيع الطرفين والضرب في الإشارة (-) نجد 
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0 > *(2 + ,()- 
ومنه 0 < U,‏ - دجولا 
ومنه المتتالية (,!)) متناقصة تماما على ۸ 
استنتاج أن (,,/1) متتالية متقار 
يما ان (Un)‏ متتالية متناقصة تماما ومحدودة من 
الأسفل بالعدد 2- لأن: 2- < ,زا فهي متقاربة 
نحو نهايتها | 
2م البرهان أن (,,۷) متتالية حسابية: ... 
لكي 3 نيت (:1) متتالية حسابية يكفي أن نبرهن أن ٠‏ 

Var = ۳ 


لدینا ” ل - ۷ 
جين ۷ 
1 1 
ومنه 7 وي = :+ 
1 
9 = = يجا 
1-TYW 2 3-7-5‏ 
1 
3U, + 15-9‏ 
U, +5‏ 
5 جوا 
و 15+ 3U,‏ ` ر 
yn +5‏ 
3U, +6‏ ۸ 
نقوم بتفكيك العدد 5 إلى 3 + 2 يصبح 
0+3 ان 
O EA‏ ° 
U, +2 3‏ 


سب ملم = 
)2 + ,/3)1 28 ا 


17 
n1 33 ري‎ 


أي اد + ۷ > بم 
ومنه (,1) متتالية حسابية أساسها 3 = ٣‏ 
حساب و۷ 


3-التعبير عن ,۷ و ,لا بدلالة 1۱ 
وحسب ,0,0 

التعبیر عن ,۷ بدلالة 91 : 

لدینا: 


p وا = با مخ‎ + (n - p)r 


Vo + nr‏ = ما 
1 1 
و« - + - < پا 
3 2 
التعبير عن ل بدلاله 11 
3 قف ب 2 
لدينا علج د با 
وهنه 1= (2 + (U,‏ 
RUS +2 =1‏ 
V U, = 1 - 2۷‏ 
۷ - 1 
2 = 1 
n 14‏ 
ومنه 2 + 2- = ,لا 
Vn‏ 
نعوض عبارة 2 + 2 = 4 نجد 
چو کے ہے = 
ديد = 2-95 = Up,‏ 
حساب ےل 1123 : 
0+ 2- = کے +2( lim U, = lim‏ 
۳ 79 اڪ 
ومنه |2- = ,رلا lim‏ 


4التبيين أنه من أجل کل عدد طبيعي 7: 
1 
aK‏ + لآملا + UV, + ٠...‏ + و لآو لا 
نستطیع حل ا ر 


ا يقة الاستنتاجية 
لدينا من الجااب مت (رقم 3) أن 


Un = 1-3 


ومنه 0 - 1 = ملاو 
ومنه 12۷ = U,V‏ 
2 ڪچ 3 Un‏ 


ولبلا + 0 
2o) + 0-2۷ + < ۰+ )1- 2۷(‏ 1) = 
نلاحظ أن العدد 1 تکرر 1 + 7 = 1 + 0 - ۸ مر 
(عدد حدود متتالیة) ونکتب: 

UV, +... + U,V,‏ + و0 
[(21-) +... + 2 + (و2۷-)] + (1 + 1(n‏ 3 
نستخرج 2- کعامل مشترك یصبح 

UV + < FU‏ + و۱۷ 
1(n +1) — 20۷0+ V + ... + ¥)‏ = 
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السلسلة الفضية 
إن العبارة ( ا + .. EY‏ دشي مده مجمو 
حدود متتابعة لمتتالية حسابية إذن: 
ولبلا +۰۰۰ + ليلا + لاملا 

n+ 
= 1(n + 1(- 2 9 
بما يساويهما نجد‎ |, 

بكارلا + + U,V,‏ + واولا 


1 
= )(+1( مجم‎ )5+ 5 +2) 
= (n+1) - ) + 0 (ef) 
= (n+ 10-2 (n+ 1()2 + n) 


1 
(Vo +) 


نعوض م۷ و 


1 
(n+ 1) - ]«* + 37 + 2]‏ = 
نضرب (1 + ) في العدد = تم تستخرج ‏ کعامل 
مشترك نجد 
7 ,لا + ی ۷ ۷/۳ 4+ واولا 


5 [2 - 37 - گر 3 + 3] جع 
۱ 


۳" ومنه مس ا 7 فا + ولا جولولا 
الطريقة الثانية: البرهان بالتراجع 
رم نسضي (م) ۲ الخاصية 
ag]‏ ۷ +4 ۰ سا رتیل 
1 
+ = ۲01/0 
3= (0(2) -1) > 
2 8 3 
وهنه 051 1 = و۷اولا 
أي (5)0 محققة من أجل كل 0 = :, 
نفرض أن روح نحا من ليق کنخ طبوی » 
اي [2م - 1] 2 - ۷ از :۰ ۰ + UV,‏ + ۷ولا 
محققة؛ ونبرهن صحة (1 + ۶ أي 
وجلا ولا + املا °F‏ + د Uv,‏ + و۷ولا 
(n + 1(2[ 5‏ - 1[ = 
١‏ 4 لدينا من الفرض 
n] 2‏ - 1] < د ا U,V, ۰ U‏ + ولآولا 
۹ ۱ ومنه 
. 0 رجا بولا + UoVo + UV +۰۰۰ + Up,‏ 
1 . حجر جرلا + n]‏ - 31 چ 
' ولدينا 
١‏ ولدي 


ذد «منتالیات من لف لی اد 
[١‏ 1 5 
۱ + ]۶1-2 = 1 = ويواأجيية 
33 
بالتعويض نجد 
5 1 1 
TE 1‏ 
۱ + ) - +1-23 
ننشر ثم نىت خرج ل کعامل مشذرك تنجد 
3 ۰ 
[2 - 2 - 2 - 3 + تور - دج 
> 1 
[«2 - 1 - ^„ - []- = 
یه 
1 
(r? + 27 + 1([‏ - 1[ = 
نااحظ أن ن (1 + :2 + دوم امقطايقة شهيرة 


3ن + ون2 + ۾ = ۶( + ) ومنه 
بجوأ رجملا + U,‏ + + ولا + واولا 
5 1 
[*(1 +6 -1]-2- 
د 
ومنه الخاصية (1 + )2 محققة 
- إذن من أجل كل عدد طبيعي ۾ قلن: 
[52 - 1] + = ينانا + + يلايلا + واو 
صحنحة 


0 


.11. بکالوریا 2018 علوم تجريبية 


الموضوع الثاني - التعرین الأول 
(tn)‏ متتالية“عددية معرفه كما يلي: 0 = وله ومن 
أجل كل عدر طبيكي: : 


یب ک ا 
1 - أحسب كل من 5 0 عاج t5‏ . 


22+ 


2- بین أنه من أج 
ستتتج انجاء غير تایه( 

0 متتالية عددية معرفة من أجل كل جد 

طبيعي:, ب: 1 + 2۸ = پر . 

3-أ- برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي)7 : 

پل = عنام . 

3-ب. استنتج عبارة الحد العام للمتتالیه (رنه) بدلاله 

م ثم أحسب ا زا . 


n+ 


4- أحسب المجموعين وک و 7 حيث: 


)- )ا .+ )&( ما + )&( ما = یک 


و ۷2018ع+,, ,»مدای ل T = e439‏ 
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مواضیخ شعبة اللوم التجريبية 8 


اسحساب ,لا ٠‏ رلا و ولا: 


:0  باسح‎ 
243 ۲ 
ربولا‎ = U, + ۱« (Ê) لدینا‎ 
2(0)+3 ۰ 
Uo+ı = ذه كع 6 + ولا‎ 
3 
U, = 0 + ]0 8 
U, 0-8 In(3) و‎ ۳ 
:][ حساب‎ 
2(1) +3 
U1+1 = U, 4 0 ZOE 
5 
=n GJ + In (3) 


من خواص اللوغاريتكم[ق: 
In(a) - In(b)‏ = (] سا 


ومنه (12)3- (۱۳:)5 + In(3)‏ = ولا 
حساب ولا ۰ 
3 + )2(2 . 
Uz +In o)‏ = 1+ نا 
In(5) +In‏ = 


In(5) + In(7) — 12)5(‏ = ولا 


2-البرهان من أجل كل عدد طبيعي :7 أن: 


1> اج واستنتاج اتجاه تغير المتتالية (,»): 
+211 
- البرهان من أجل كل عدد طبيعي :7 أن: 
و 3+ 271 
1 + 27 
يكفي أن نبرهن أن 
وب 3 + 2n‏ 
n+‏ 
لدیثا 2n+3-2n—-1‏ کے اس 2n+3‏ 
2n+1 2n+1‏ 
2 5 
1 + 2190 1 
ومنه من أجل کل عدد طبيعي ۾ فإن: 0 < د 
اي 1 < 27113 


2n 
:)1,,( استنتاج اتجاه تغير المتتالية‎ - 
Un+1 E ندرس إشارة الفرق برلا‎ 


کی بيرلا = تجملاع 
'ه 
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بما أن دالة لوغاريتم متزايدة فإنه بإدخالها على 
المتراجحة لا تغير اشارتها ومنه 


: > ۱ 
)3( 1 + 21 3 
وبما أن 0 = (11)1 يصبح 
E) <‏ ۱ 
21( 
اي 0 < ,لا - يبرا 
ومنه المنتالية (,,/1) متزايدة تماما على ۸ 
3-| - البرهان بالتراجع من أجل کل عدد طبيعي : 
أن: ‏ ,۷ < ملام 
- نسمي () ۳۲ الخاصية ,۷ = لا 
3 اد دب وی 0= ولا و 1= ۷ ومنه 
۷ = ع أي > 
أي 0 معت من أجل 0 = 
يفي 


اي ۷ ع ملاع محفقة» ونبرهن صحة (1 + (n‏ 


2۳1413 
6 Un+1 — e un+In (jÊ 2 


من خواصل, الدالة الاسية ام پر »ع = +ع 
ددم 1 

رغه gen x e "lane‏ = اجدثام 

كذلك من خ وگل الا الأسية ج ح (©5)6ام و لد 

من الفرضية 1 ج32 )۷ = «لاج ومنه 


"= (2n + 1) لیر‎ 

2 

ولكن 3+ 2n‏ = 1 + (لحپم2 = ربب 
ومنه دبا = e n+1‏ 


ومنه الخاصية (1 + )0 محفقة 


- إذن: ,۷ = ام من أجل کل عدد طبيعي 1 


3-ب - استنتاج ,لا بدلالة م" واستنتاج 0 lim,‏ : 
- استنتاج ,لا بدلالة م: 

لدينا مما سبق أن ,۷ = ہام 

ومنه In(M,)‏ = (مام)ور 

U, = 2 


U, = 1۸)2۸ + 1(| ومته‎ 


- استنتاج ,رلا 11111 : 
مه ۱۱-4 


lim U, = lim 2 + 1([ 
۱۱-۰۲ مه .1-9 مه‎ 


lim ÛU, = +o 4 
۱۱۳۸۰ مه‎ : 


4-حساب المجموعین ,رک و1: 


m(a+ln(b) + DY = In(a x b x © 
كا دا = رک‎ x x .. ومنه ا‎ 


يتم اختزال الخدود مع بعضها بالقسمة ,۷ مع ,۷ 
ا نع ] وهگذاه ويتبقى نا أصغر خد وأكير حد 
فقطء 


۷ 2n + 1 
5, = 1n (7) = 1m ( 1 ۱ 
ومنه | (1 + ۱۱)27 = رک‎ 


0 


حساب المجموع [: 
لدينا مما سبق أن ,۷ = «لأم ومنه 
و۷ = 9م 
1440 = 1440م 
میور = 2018م 
نقوم بالجمع طرفا لطرف عموديا فنتحصل على: 


ونوك + ۰۰۰ + T = V1439 + V1440‏ 
و ی ا اا 
لان 2 + ۷ = ب 7) ومنه 
۳ 1+ 2018-139 
أوروكا + و سر > 
580 
[1 + (2)2018 + 1+ (2)1439] == 1 
T4 = 2 0‏ 


المثتالبات من الألف إلى الياء 


.12 . بكالوريا 2017 الاستثنانية علوم 
تجريبية 


إل الموضوع الأول- التمرين الأول 
نعتبر المنتالیتین (,,)؛) و (1) المعرفتين على 
مجموعة الأعداد الحلبيعية إا كما يلي: 


Uy = 1‏ 6 = و۷ 

3 1 3 
1+ 2۷ = ۳ 1 با 
| -احسب الحدين: ,۷ و ,نا . 
2-- اكتب ر ,11 - ږې بدلالة 0 > ۰/۱۸۱ ر 
(,,::) متزايدة تماما و المتتالية (,) متناقصة تماما, 
3- نعتبر المتتالية (,۷) المعرفة على ل كما يلي: 

۰ ۵ و0۸ ۳ و۷۷ 

بر هن ان المتتالیه(,۷) هندسية يطلب تعیین اساسها 
0 وحتفا الأؤّل وبا ثم عبر عن ,س بدلالة ۱۱ . 
4- بيّن آن المتتالیتین(,) و(,,) متجاورتان. 


مه الحل 


1-حساب الحدين لا و /]: _ 
,حستاب , U‏ 


> 3 
لديّنا يه Un‏ = يبجرلا 


# 3 
بتعويضو0 = ۸ یصبح:1 + ولا = رونل 


3 

7 ٠ 
۷0 2 ومنه‎ 
۷ حساب‎ 
دنت 1 < = رجلا‎ 
بتعویض 0 = ۸ یصبح:1 + ملاح .ولا‎ 

3 

11 ۲ 

ومنه و ۷ 


2-ا-كتابة (ررررلا - وہہ لا) بدلالة (رلا - و لا): 


3 ۰ 


Un+2 >‏ 
بالتعويض نجد 
3 3 
Un + 9‏ 6 ب ری ۹ = يبجرلا - يبجرلا 


201 


Cory و‎ (A) <r (A) ۲0 
1۱ هت‎ 4-14 
01 << © دم‎ - ): u1] 
2 کي شت لا‎ 5 0 u _ 1 o 
0= 0 Gul = CM) WI] = (A — (۲ 
ی ف د‎ 7 
i (O FA) وک جرج‎ mm f CAD err 
E: 
FA ۱ ۱۳۳ CA) ٩۰۳۴۲ (A) 
ا ا کر ي ا‎ _ 1 
AE fe? -و 6" عن‎ = ۷ 
9 دس‎ 1 
۳ 6د‎ ۰۵ 
cn, 
9 - ۲ << 
0/4 - 00 0M 
بصم‎ A — “n بت‎ 1 
wt (r ۲ ۸۰ 
7 ۱۳۴ CM) يقح‎ mA د‎ = b 
: 
۳ = (A= "n = ۸ 
7 
G+ ۷ - 1+ "0 - 
1+1۸ ا‎ 1+۷ 4 
b ۷ ۷ ¬ T+ 
E CO e 
8-۳۳ (O AMD رو‎ ۳ 
Pim CA که صم وج‎ N 
TT 


ا 


- 2 0 < 7۸-۲۳۳۸ ۳ POO ۳ 
بجو‎ (ry (TI + ۷ ۲ 


r 


0 > 1+ - 2 


۱7 5 . 
fin |7 0 > 2 ۲۳60 ۳: 0 > A= "A ۳ 


۸ ير < 0 يضج يع ب جم 
۳۸۳۵۹۱۳۹۴۲۵ ۴ ۲۳۸ ون 
e ۲۳4 - 2+‏ لا) 


۸ — ۲۳۳۸ < 0 هر 10+ ۲) 
erey‏ ۲۷ مج ۷-۲۳۷۸ < و A‏ 
U‏ < 0 مو 0 7« :۶ ل () 0| Cn‏ - 
U‏ ع 0 0 ۳:۳ 0(3) > 


0 < گ- وگ‎ 
= IT 
0 < 94- 7 
0 < ۷ - ۸ 
I ۲۱ 0 = U ŞER 


۸ - ۷ < 0 تسج ل (ل) قمبي- 

۸ - ۷ < 0 0 هم كين ۷ 0 کب 
(O (A) ۳۳۴۲ mey mm:‏ كيرت E?‏ 
N‏ عد ۳۳ :۱5۶ CA)‏ ۱۳ گر 


- ۲ 0 > "A - ۲۳۳۸ ۳۹ هو ود صو مغر‎ u 


Sory تج‎ (T + (1 بوچ‎ 

cm |? 0 > 0ج‎ > ۳-۳ 

pn O ۳ بعج‎ 0 > "A — ANS 
A= 3 = ۲+۷ منوتب‎ 

r O کر‎ ım : 

)۲ + (۵ فر‎ 0 > Zn - +f 

0 > “A - TA ery SEC yO بحبح‎ 

7 لا > 0 مو من فريويل CP © (U)‏ 

ferry و(0)‎ err? مع‎ 0 = u 


0 — ° < 0 
۵ - ۱۵ > 0 ره - مم (ى 
۸0 - و" > 0 جع ۵) هی 
“n — ۲۵‏ > 0 8 


ید 8 كيم إصسص (A) wf re‏ ممصم 
ire mn:‏ رقرب AI |0 (A)‏ ۱۳۳۵ - 


۳۳۳ FCA) ۲۳۳۲2 ۲۲۳۲۳۲ A: 


7-۳-۳۷ 2 ٣ (“A) ۳ fre 


۲ ما۲ م۲‎ ۷ 
to (A 0(< 0 0 
vi |r بش‎ ۳۶۱ ۱۳ 


السلسلة الفضية 


الموضوع الثاني- التمر ر“ الثاني 
نعتبر الدالة المعرفة على +٠0]‏ :0] كما يلي: 
يد - )۶ و (,0) تمثيلها البياني في المستوي 
المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس (0:1,7) 
والمشتتقيم (۸) ذا المعادلة x‏ = بر 


» عدد حقيقي موجب» (,ں) المتتالية العددية المعوّفة 
. على ۸ بحدها الأول مره حيث © = وبه ومن اجل "کل 
عدد طبيعي :7: (,رل) f‏ = بوا 
آ-عيّن قيمة » حتى تكون (,ں) متتالية ثابتة. 

1[-نضع في كل ما يلي 5 - © 
1-7-أ- أنقل الشكل المقابل تم مثّل على حامل محور 
الفواصل الحدود Uo‏ عرلا "12 U3‏ (دون حساب 
الحدود). 
][-1-ب- ضع تخمینا حول اتجاه تغيّر المتتالية (ں) 
وتقاربها. 
2-1-نعتبر (,ر) المتتالية المعرّفة على لا ب: 

اک 


Up = 
۷ جرب‎ 


[2-1-أسبرهن أنّ المتتالية (,به) هندسية أساسها < 
يطلب تعيين حدها الأول. 
2-1-ب-عبر بدلالة n‏ عن ,۷ و يرلا ثم أحسب 
لا lim‏ . 

من + +¬ × 5 
3-1-أحسب بدلالة 7۱ المجموع ,رک حيث: 

Sn = Un + بيرت‎ +... FUn+2016 

ثم استنتج بدلالة 7 المجموع ,,'5 حيث: 

1 کے 1 1 5 
موم ولا ابو رن 


.3۰ بکالوریا 2017 الاستثنانية علوم | 


المتتالیات من الالف إلى الياء 
بج الحل 
آ-تعیین قيمة » حتی تکون (,0) متتالية ثابتة:_ 
المتتالية (,,لا) ثابتة يعني أن 
0 = ولا = ,لا = ربولا 


أي أن جمیم حدود المتتالية تساوي العدد 6 ونکتب 
_ ۲1+ 6 3 


0 - 62 - 1 + 30 
س اب سس 


| 
3 


مرفوض لأنّ 0> » ب 1-=» 


ومنه قيمة » حتى تكون (,ا) ثابتة هي [1 = »] 
-١-1-1‏ تمثيل الحدود ولا ,ولا ,ل ,و لا: 


ای رس سا 


(7) وتقاربها: 

نلاحظ أن ولا < ولا < ,۷ < ولا يعني أن المتتالية 
(لا) تبدو متناقصة ونتقارب نحو فاصلة نقطة 
تقاطع (م6) مع (۸) 
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مواضيع شعبة العلوم التجريبية 


1 -2-أ-البرهان أن (,۷) متتالية هندسية أساسها 


۲ 1 
=> 


تكون (,,/1) متتالية هندسية إذا كان 4 × ,لآ = بم 


بو م30 حسما 
U, +3 0‏ 


بک رلا - 1 + 8 
3 ليخلا 1 + 3U,‏ 1" 


7۸/۸۳ 8 
4 نف ۳ 
0-1 1 وت ان 
M1 2 0+1‏ 0۰ 
ومنه (/) متتالية هندسية اساسها رد و 
حساب حدها الأول ۷: 7 


1 اس از 
= ,۲۷ 
1+ یلا * 
2ض 5-1 1-ولا 
لب = = و۷ 
3 5+1 ۲1 وا 
2 
1 -2-ب- التعبیر عن ,۷ و ل بدلاله 7 : 
التعبیر عن ,۷ بدلالة 70 : 
لدینا "ی × ,۷¥ = ,۷ 
nı‏ 
بالتعويض نجد | (2) 2= ,۷ 
التعبير عن ,ل بدلالة 11 : 
لدينا 
_Un-1‏ 
U,+1‏ " 


ونعلم أن 0 = "() نا لان العدد1 > 3 > 
يصبح دخ - im‏ = پرلا im,‏ 


1- مع + 


و 
مع ۲1-4 


حساب ,,5 بدلالة 71: 
لدينا (,/1) متتالية هندسية يصبح 


ı-p+1_ 
7 < Pp ا ۷ < رامع‎ 
n+2016-n+1 


, 


لا 8 

1+17 

E 
ا‎ 

3 2 3 

( 12 

17 
72 613۳۳ 2 
1- 2 (و)*2- ,و 

2017 1 لج 
(ج) - 1 1 2 
KG 1‏ 


السلسلة الفضية 
استنتاج 5 بدلالة T1‏ 


2 
1-s‏ + ۰+ وب سد اد ستاك 
وى 


2 
نلاحظ أن العدد 1 تكرر 1 + ۸ - 2016 +717 


(عدد حدود متتالية): 
+-““+Vn +2016]‏ رپ +۷] -( 1(n+2016-n+1‏ کڪ 
باس سس < 


2 
> es ag + + ۷+ 20161 


51 


2 
نلاحظ أن [2016+ا + ... + يجيا + ۷] هي 


نفسها و التي حسبناها سابقا 
بى- 2017 _ , 
کے 
۱ 1۱017 ی نت 
ونعلم أن [2(””*7) -1] (ج) × << 5۸ 


2017-( 8x)" 1) ) 


ی 


المتتالیات من الألف إلى الیاء 


1- ولا ۹ ۳ 
= .4. بکالوریا 2017 العادية علوم 
TO EA‏ _- 1 1 5 0 
سل ی للبسط (لا يؤثر ذلك على تجريبية 
1+1-1- ولا _ 1- U,‏ ا الموضوع الاول- التمرین الثاني 
Un +1‏ 1 با (,,ة) و (,ن) منتالیتان معرفتان على مجموعة 
U, +1 2‏ الأعداد الطبيعية ل كما يلي:+ = ر» ومن أجل كل 
ااي“ Un+1‏ " عدد طبيعي:: 
TE‏ وت Un+2‏ _ 
RE Ut Un 1 7‏ ویو a‏ 
1-4 2 1- أ- برهن بالتراجع أنّ: من أجل كل عدد طبيعي ۸ 
Un +‏ 1 > 1 > 0 
نضرب الطرفين في نجد کے عد 2 1-ب. بين أن المتتالية (,/ة) متزايدة تماما ثم استنتج 
Unt1 Z2 2 ۳ 1v ١‏ أنها متقاربة. 
و ل 2 أ- بيّن أنّ المتتالية (برن) هندسية أساسها د نع عبر 
" نضع 1 + ۸ = و نجد ند ے 1 عن حذها العام ن بدلالة 11 . 
Un P1 1‏ هيد 51 
تضع 2 + يواح و نجد 2-ب- أثبت أنّه من أجل كل عدد طبيعي ۸ » 
2+ ¬1 _ 1 مدت کے پا شم اماج النهاية lim tn‏ 
a Uist 1 2‏ 
۱ : کت 
و 
a‏ ]1 - البرهان بالتراجع أن 1 > ,نا > 0 من أجل 
6+ "کل غدد طبيعي «7: 
P(n) i Un+2016 + 1 : 2 ۹‏ الخاصية "1< U‏ < 0" 
نقوم بالجمع طرفا لطرف عموديا فنحصل على ,راک e‏ .۳ و 1 
أي: من أجلّ/0ح م لدینا + = ولاو 1 > + > 0 
ا ر کی ناك , ومنه 1 > 5 > 0 
7217 3 أي (5)0 محققة من أجل 0 = 7 


نفرض أن (,م بمطققةامن أجل كل عدد طبيعي 
كيفي « أي 1 > ,لا > 0 محققة» 
ونبرهن صحة (1 + 808 أ3 .< يبملا > 0 


عمد م 


, 0 
* | لدينا من الفرضية 


1 > بلا >> 0 
4 +1 > 4 -ل 0+4۱ 
۳ 1 1 
+4 ' 4+ یلا 5 
0 10- ات 
U, +4 5‏ 4 
10- 10- 0- 
سکس 3< +4 3> 0 
FS‏ ۰۳۳4 
1 
تصبح 1< Ui‏ >< > 0 


ومنه الخاصية (1 + )2 محققة 
إذن 1 > ,زا > 0 محققة من أجل كل عدد طبيعي :7 
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مواضيع شعبة العلوم التجريبية 


ندرس إشارة الفرق ,لا - بول 


ولح 38 ول میا 
بولا4 - 3U, + 12 - 10 - Uq”‏ _ 
Un + 4‏ 5 
2 + ,لا - #برلا 
0 لح ولا - وبيولا 
n U, +4‏ 11۳1 


يما أن: المقام موجب لأنّ 1 > رلا > 0 
عند تإضافة العدد 4 نجد: 5 > 4 + ,رلا > 4 > 0 
ومنه إشيارة هه - .بريه من إشارة البسط فنقوم 
بتحليله لانه معادلة من الدرجة الثانية: 

24 2 + رلا - تلا 

و (1(0-)4 -1 A=‏ 
بما أن 0 <۸ فالعبارة لها جلین ږل د عمنا: 


إن وجد للمعادلة حلان فنقوم بتحلیلها بالقاعدة التي 
تقول: 
( × - ۲) × - )۵ = ع + ax” + bx‏ ر 
إذا نكتب: 
U, + 2‏ - تلا 
ا 
)2 + بلا)(1 - —1(U,‏ ۳ 


= ,ولا - ربولا 


U, + 4 
_ (1 نانملا‎ + 2( 

4 لا 
بما أن 4 + ,لا موجبة 
و2 + Uq‏ ایضا موجبة لأنّ 

23 + > 2> 0 
وکذلك ,لا - 1 ایضا موجبة لانْ 1 > ,لا 
اي 0 < ,لا -1 
ومنه المتتالية (منا) متزايدة تماما على ۷/ 
استنتاج أن (,0) متتالية متقاربة: 
بما أن (,لا) متتالية متزايدة تماما ومحدودة من 
الاعلی بالعدد 1 لانْ 1 > ,لا > 0 فهي متقاربة نحو 
نهایتها ]. 
1-2 - البرهان أن (,,۷) متتالية هندسية: 
تكون (,۷) متتالية هندسية إذا كان ۹ = يجيا 


1-ب - البرهان أن (,0) متتالية متزايدة تماما:_ _ 


السلسلة القضر 


10 
و3 _ 2+ Una‏ _ / 
10 0 اسن 
)۳2 سم - 3) 1 
5U, + 0‏ _ 
2U,‏ - 2 
نقوم بإخراج العدد 3 كعامل مشترك يصبح: 
5 2 + لا 5 


-_- ح سس عو اج < 1 
۹3 7( 2 1+1 


5 ۰ 


ومنه (,/]) متتالية هندسية اساسها < = ۾ 


حساب ۷ ۷ 
0 
7 
و - 1 
142 
اس = و۷ 
11 
4 
ادن 3 = Vo‏ 
التعبير عن ,ا بدلالة :7 
لدينا xq"?‏ ولا = بلا مع 2P‏ 
Vn = Vo xq"‏ 
5 
)<( × 3 < با 


لدینا 42ے ۷ 
أون- 1‏ "^ 


بضرب اوسویل کل (لطرفین نجد: 
2 + جرملا - 1( 


لدیتا متب کہ (2) ون بان 5 
و ۳9 )( im,‏ لان < > 1 


وبالتالي: 1 < سپچ ( lim‏ 
9 مه کین 
رن 
من + n+‏ 
“15 بكالوريا 2017 العادية علوم 


تجريبيه 


الموضوع الثاني التمرين الثاني 
المستوي المنسوب إلئيالمعلم المتعامد والمتجانس 
([,0:1) : 
م الدالة المعرّفة على المجالی [1 4] كما يلي: 
6 - 32 _ 
JS - 1‏ 
ولیکن (م6) المنحنی الممثل لها» (۸),المستقیم ذو 
المعادلة 5 << * 


۰ 
seoccccecdocsensdecceioncveeneceees 


[-تحقق أن الدالة ‏ مت ایذة تماما على 
المجال[1 :4-] ثم بيّن ائه من أجل كل[1 :4-] > × 
فإن: ‏ [4:1-] € ()] 

11-(,ريه) متتالية معرّفة بحذها الاول 0 = وبا ومن 
أجل كل عدد طبيعي 7 ۰ Un+1 = f (un)‏ 
1-1-انقل الشكل المقابل ثم مثل على حامل محور 
الفواصل الحدود 14 141٠‏ “1/2 وده (لا يطلب حساب 
حدود) ثع ضع تخمينا حول اتجاه تغيّر المتتالية (يرلة) 
وتقاربها. 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


2-11 برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ‏ » 
<u, > Û‏ 4 - 

ثم بيّن أنّ المتتالية(,,:) متناقصة تماما. 

3-1-لتكن المتتالية العددیة(,ن) المعرفة كما يلي: 

من أجل كل عدد طبيعي ۰ 4v,‏ - 1 = 1 × 7 

أثبت أن المتتالية(,,) حسابية أساسها < » ثم أحسب 

المجموع ى حيث: 


5 - 1 × 10 + V1 X UF... + V2016 2 12016 
كع الحل‎ 


[-التحقق أن الدالة متزايدة تماما على [1 ,4-]: 
الدالة ۶ قابلة للاشتقاق على المجال [4,1-] 


5 
يو دص 5 


۰ 3 
رم‎ _ 302 + 11( - 1 )3× - 16( 
= ) +102 
ır 32 33 < 37 +16 ۰ ۰ 49 
= IT FT 


ومنه الدالة ۶ متزايدة تماما على المجال [4,1-] . 

البرهان أنه 1 > × > 4- فان 1 > (×) f‏ > 4-: 

إذا كان 1 > × > 4- والدالة م متزايدة تماما على 

المجال [41] فان (1)/ > (٭) f‏ > (4-)] 
2- 3 


1- 
رد ۶771-712 (۲۷ 


وت 
1 > 2 >( ] > 4- 
ومنه 1 >7 f‏ ک4 


ی ج یت چ م و ۰ و 


مواضيع شعبة العلوم التجریبیه 


وضع تخمين حول تغير اتجاة/([,751) وتقاربها: 


نلاحظ أن >U;‏ ولا حلب ون 
ومنه تبدو (,,/ا) متتالية متناقصة وتتقارب نحو 
فاصلة نقطة تقاطع (ز6) و(4) 
نسمي () ۶ الخاصیة: 0 >> رلا > 4- ۲ 
من أجل 0 أي 0 ولا یکون 
0 > ولا > 4- 
0 > 0 > 4- 
إذا (2)0 محققة من أجل 0 = 7 
نفرض أن ()2 محققة اي 0 > يرلا > 4- 
محققة» ونبرهن صحة (1 + 2)م أي 
0 > يبجرلا > 4- 

لدينا من الفرضية 0 > ,رلا > 4- والدالة ۴ متزايدة 
تماما على [4,0-] فيكون 

)0( و f (Un)‏ < (4-)ر 

0 > 11 -< ودیلا > 4س 
ومنه الخاصية (1 + )2 محققة 
- إذن 0 > ,لا > 4- صحيحة من أجل كل عدد 

n 
البرهان ان (,,۷) متتالية متناقصة تماما:‎ 
نبرهن أن 0 > لا - ږل‎ 
ما أن ہلا = (ملا)] یکون‎ 
3U, = 16 - Un - و1‎ 
ولا 7 وبیلا‎ = U, + 1 


حت 3> 
1 = ,لا > ۱۲۱ 


المقام موجب تماما لا 0 > ,لا > 4- ومنه 
U, +11 < +11‏ > 7> 0 


ق البسط نقوم بتحليله: 
يبفى الد : 9 
8U, - 16 = 0‏ - كرلا- 
A= 64 - 4)-1()-16( = 0‏ 


۳8 


2- 5 0 " 5 
إن وجد للمعادلة حل مضاعف فنفوم بتحليلها بالقاس 
التي تقول: (وند - ٭) (وند - 00 م +۲ 3و 
إذا نكتب: 1 
6 - ,81 ¬ “رلا- 
1 .9 = رلا > وجول 
U, +11‏ 
(Un + 4)2‏ — 
7 7 ا 
ومنه (,0) متناقصة تماما على // 


7 لبم اق زج مایا صابية E‏ 
2م 


يكفي أن نبرهن أن ۳ + ,۷ = ۷+1 
نجد أولا Vn+1‏ 

VU, = 1— 4۷ 

۷ ولا‎ + 4V, =1 

4و #3 و عا 

4 2 


لس > 
1 


Vn+1 5 بل‎ +4 


/ 
۷1] 1 


3U, 


السلسلة الفضية 
حساب 70: 


1 
منه |= = ۷۰ 
و 


الأول > = ا 
لدينا hnr‏ 7 = ۸ 
1 مر 
7 ید ۸ 
حساب 5 
ومنه 4/0 - 1 = VoUo‏ 
VıUı = 1 — 4V,‏ 


2o16 2016 < = 1 - 6‏ 
نقوم بالجمع طرف لطرف عموديا 
المجموع 5 أي: 
6و - ... و۷۱ + S = Volo‏ 
رمرم و4۷ - 1) + ... 4Vo) + )1 - 4V1)‏ — 1( = 
نلاحظ أن العدد 1 تكرر 2017 = 1 + 0 - 2016 
(عدد حدود متتالية) والعدد 4 عامل مث مشترك ونکتب: 
(وروولا + ... ,۷ + 40۷ - (1)2017 = ک 
نلاحظ أن (مرور۷ +... ,۷ + ۷) هي عبارة عن 
مجموع حدود متتابعة لمتتالية حسابية اذا: 
2017 


ات 7۹ ٤‏ 4- (1)2017 = 
۳ 
|( +ج) ]4 - 2017 و 
72 = و5 
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تج من الالف لت الياء 


7 لموطوخ ال التمرين الثالث 

نعتبر الدالة العددية م المعرّفة على المجال 

[0:4] = | كمايلي: ‏ كتئج = (م)/ 

1-- بيّن أنّ الدالة / متزايدة تماما على المجال / . 

المجال/۰ ()/ ينتمي إلى! . 

2- لتكن المتتالية العددية (un)‏ المعرّفة على لا بحذها 

اليل - يلام (:)م = ہما ۰ من أجل كل 

عدد 

ل یو تکرام اندم ق کے مه وی هده 
SU, > 4‏ 0 

2-ب- ادرس اتجاه تغيّر المتتالية (un)‏ ؛ ثم استنتج 

انها متقاربة. 

3- بیّن أنه من أجل عدد طبيعي ۸: 0 2ت ا . 

ا سيرك 

يلي: + 2 د 

بر هن ان المتالیةر Oe (Un‏ 

أساسّها وحدها الأول و . 

4کب- أكتب رن بدلالة ‏ . 

4-ج- اشتنتج أنّ: سس يدوك من ليق على 

عدد طبيعي 7ء ثم أحسب را | الى 1 


کج الحل 


1-1 - البرهان أن الدائة م متزايدة تماما على 


المجال [0,4] = ] 


الدالة م قابلة للاشتقاق على 7 ودالتها المشتقة هي 
(013-(13)9+13 


f) = (9x+13)2 
_ 13)92(+169-9)132( 
(9x+13)2 
۳ (x) = ay 
لدينا‎ 
× © | من أجل كل‎ -- 0 


ومنه الدالة م متزايدة تماما على ] 


مواضيع شعبة العلوم التجريبية 
- البرهان أن إذا كان 4 > × > 0 فان 
f(x) > 4‏ > 0 
إذا كان 4 > × > 0 وبما أن الدالة م متزايدة تماما 
على [0,4] فان: (4)/ > («د)/ > (0)/ 
4 > وم > ()] > 0 
أي 4 > («)/ > 0 معناه ‏ ع )x(‏ ۶ 
2 - البرهان بالتراجع أن 4 > ,0 > 0 من أجل 
كل_عدد.طبيعي :7: 
- نسم )م الخاصية "4 > ,رلا > 0" 
من اجل 2-6 , لدینا 4 ع ونا و 4 > 4 > 0 
ومنه 4 > ولا> .0 
أي (0) م مخفقّةهن اجل 0 = م" 
- نفرض أن () #-محققة.من أجل کل 7 عدد 
طبيعي كيفي أي 4 > ولا > 0, محفقة» ونبرهن 
صحة (1 +2 أي 4 5 لاک 0 محققة: 
و ا متزايدة تماما على ]04 اي 
f(0) > f(Un) > f(4)‏ 
نعلم أن تن تسیچ 
4 > جر > ربولا > 0 


ومنه الخاصية (1 + )۲ محققة 


- إذن 4 > را > 0 صحيحة من أجل كل !۱ © :7 


2-ب - دراسة اتجاه تغير المتتالية (,۷): 
تدرس إشارة الفرق ,رلا - جملا 
130 


n 
9U, +13 Un 
_ 13U, - بلا13 - ثهلا9‎ 
9U, +13 
مو-‎ 2 
9U, + 3 


= ولا - يبجرلا 


Un+ı ¬ لا‎ = 


U, > 4‏ > 0 
9U, > 6‏ > 0 
9U, + 13 > 9‏ > 13 > 0 
ومنه المقام موجب 
ولدينا 
4 > رلا > 0 
U,” > 6‏ > 0 
(9)16 > 9,۴ > 0 
0 > 912 - > (9)16- 


السلسلة الفض 


ومنه البسط سالب 
إذن: المتتالية (,7]) متناقصة تماما على لا 
استنتاج أن (مرنا) متتالية متقاربة: 

يما أن (,,/]) متتالية متناقصة تماما ومحدودة من 
الأسفل بالعدد 0 لأنّ 4 > رلا > 0 فهي متقاربة نم 
نهايتها | 


3-البرهان أن من أجل کل عدد طبيعي :7 ۳ 


فان0 + ,لا 

للاجابة على ذلك نستعمل البرهان بالتراجع 
- نسمي (۸) ۲ الخاصية 0 ع ,رلا 
من اجل 0 = ۸ لدينا 4 < ولا و0 + 4 
ومنه 0 غد ون أي (5)0 محققة من أجل 0 = 7 
- نفرض أن ()2 محققة من أجل كل 7 عدد 
طبيعي كيفي أي 0 ج ل محققة» ونبرهن صحة 
P(n +1)‏ 
أي 0 # ربو محققة: 
لدينا من السؤال(2-ب)يرنة > 0 
ومن فرضية التراجع 0 + س 
ومنه يرنه > 0 

0 < Qun 
0 > 13 < 9u, +13 

1 1 
ل‎ Eg 

0 > Un 
0 < 13U, ... (2) ١ 


1314 
بضر (1) في (2) نجد وال 


0 > Un+1 و‎ 

+1 0 Bi 

- إذن ن 0 یه د ی 
سا اسب 
تكون (,/[) متتالية حسابية إذاو65 ب ,= ۱+1 


13 لدثا‎ 
۷, ح‎ 2 + Uy, 
13 
+۱ = 2% 
5 3 9+3 
+1 < 2 + “TU = 2+ U 
Un +13 
کن‎ 2U, +9 +13 
Un 
4 د‎ MHUn+13 _ 11Un + 13 
ملا 3 بولا‎ Un 


السلسلة الفضية 

ومنه (,17) متتالية حسابية أساسها و - 

حساب و۷ 

لدينا +2 - كج د ولا 
1 _ 


عبارة التجد العام للمتتالية الحسابية هو 
رم 2 ) + م۲ = ,۷ مع 
Vo + ۲۳ 4‏ = ,۷ 


ه 


71-2 


21 
۳ < ,| 
زج البرهان أن . گید 


لدینا 


3 


۲ ( 2 
Ii | پس تسب‎ 
n¬++o ۱36 + 3) 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


.7 . بكالوريا 2016 العادية علوم 


الموضوع الثاني- التمرين الثالث 
(ببه) متتالية عددية معرفة على ۷ مجموعة الأعداد 
الطبيعية بحدها الأول 0 = م:: ومن أجل کل عدد 


2u +2‏ عت 2 
Un+1 = E‏ ولتكن المتتالية (n)‏ المعرفة من 


أجل كلّ عدد طبيعي ۸ ب: ج = برناء 
[-بِيّن أن المتتالیغ(,ن) هندسية يطلب تعيين أساسها 
0 وحذها الاول 0 .۰ 
ما عبّر بدلالة م عن عبارة الحد العام بر . 
یه استنتج عبارة الحد العام Un‏ بدلالة ۸ . 
2-ج أحسب „lim n‏ . 
3 -أحسب بدلالة 7 هه 
+p‏ وه V+‏ + 120 = ی 

1 1 
3-ب- تحقق أنَّ: ( = 3)1 وم 
كل عدد طبيعي ۸ . 
سج استنتج بدلالة 7 مزع 


م“ 


1-البرهان أن (۷) متتالية هندسية: 


تكون (1) تكتتالية هندّسية إذا كان 4 × ۷۰ = وبم۷ 


Un+1 + 2 

V 22-10 +3) 

حو > د HTS‏ _ 

e ل‎ 

20073 +2172 42 
3+ رلا 


2U, +2- Un -3 ^ 0-1 
2U, +2+2U, +6 4U, +8 


نقوم بإخراج العدد 2 کعامل مشترك يصبح: 
1- زا 1 


V1 = - 
n+1 4 U, +2 


= ول 


7 > دب 


مواضيع شعبة العلوم التجريبية 


2 - التعبير عن . ۷ بدلالة ور : 
بما أن (,۷) متتالية هندسية فإن٠‏ 
۳ > - ,۷ 


ات = 


2 
2-ب-استنتاج تدلالة :م عبارة (,,[1) 
لدينا معط ے 


2ن 70 
باستعمال جداء الوسطكَافي جداء الطرفين نجد 
Un - 1‏ حي( 2 + (Un‏ ,۷ 
Val, (2۷ = Un -1‏ 
VaUn Un < =1 - 2‏ 
۶ - 1- = (1 - لا( 
1 _ 7 
نت 7 11 
ولدينا من الجواب السابق 6 
نعوضها نجد 


4 


ه 


1+] 
lim ينا‎ = _lim (2 
بر‎ 0 n¬++o 2 (0 -1 
2 8 4 
2 1 5 
۳ 2) = img =° 
lim Uq =1 


3 عن مجموع حدود متتابعة لمتتالية 
َو وحدها الأول 2 ے Vo‏ 


1 


0-1 


۱ 


) ۷ ی تا 


حیث ور دلیل الحد الأول للمجموع» و 1 + م - 
تمثل عدد الحدود 


۵ 
نك 1 ]= 


3-ب - التحقق أن (,۷ -1) << 


بت 
E TT FETT FST TF‏ 
ا 
1= ۳ 1 1 
هم - 2701 1% 
2 + رلا 3 2 1 
(ش تدم 1 
2 + رلا 3 
و ا5- 
: ب 3 ۱ 
3ج - استلتاج "و بدو س“ 
لدينا سے IEE‏ , 
۲ 2 فا 02 + Sa =F‏ 
ولدیتا 
1 1 
ا 1 > نحن سے 
Uo + 2 1 5‏ 
1 
= 
22-1 1_ 
U, + 2 eer.‏ 
ت د ما وسلويه فی ىل رصيح 
ge‏ اا ب 
[1/0+ ++( 


السلسلة الفضية 
نلاحظ أن العدد 1 تكرر1 + 0 و (عدد حدود 
المتتالية): 
1 
[ز ,۷ +۰۰۰ ۲۷+ Sn = 210 + 1( — (Vo‏ 


ونلاحظ أن (,۷ +۰۰۰ + ,۷+ ۷0) هي نفسها رک 
الک اھا سایق[ 17 +| د کے او 


s, =2 |+ o? [0 - | سنه‎ 


۰.بکالوریا 2016 الاستثنائية علوم 


الموضوع"الاول- التمرين الثاني 
۴-1 الدالة العددية المعرّفة لى ]۲۵+ ;0] المجال ب: 
8 + ۷22 س( ۶ 
()) تمثيلها البياني في المستوي المنسویبهلی المعلم 
المتعامد والمتجانس(0:77) . 


]-1-أ- أحسب م0 زا . 
2-۲0۵ 1 
آدرس اتجاه تغيّر الدالة م نع شكّل جدوك 


[-1-ب- 
تغيّراتها. 
2-1-عيّن إحداثيي نقطة تقاطع المنحنى (6)مع 
المستقيم (۵) الذي × = ر معادلة له. 
3-1-أرسم(,6) و(4) . 
11-(,,نة) المتتالية العددية المعرّفة ب: 0 = ويه ومن 
أجل كل عدد طبيعي : (مبل) = با 
1]-1-مثل في الشكل السابق على محور الفواصل» 
الحدود وا 2,۰ »و2 ووا (بدون حساب) موضتحا 
خطوط الانشاء. 
2-11-ضع تخمینا حول اتجاه تغيّر المتتالية(,,مة) 
وتقاربها, 
1]-1-3- برهن بالتراجع من أجل کل عدد طبيعي:: آن: 
4 > ,نه > 0 

3-1-ب- آدرس اتجاه تغيّر المتتالية (,بل). 
3-11-ج- بين أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 

4 - يرجملا‎ > 4 - n) 
ثم استنتج أنه من أجل کل عدد طبيعي::‎ 

(: - 4) د > بلا - 4 


3-1-د- استنتج 


0 


. lim Un 
۱+3 مه‎ 


المتتالیات من الألف إلى الیاء 
کر الحل 
1-1-4 - حساب ()/ وال 


lim f(x) = lim ۷2۲ + 8 = +0 
1 + + م مدير من‎ 


ومنه 
۲ 
[-1-ب - دراسة اتجاه تغير الدالة f‏ على ]+ ,0] 
الدالة م قابلة للاشتقاق على ] مه+ ,0] ودالتها 
ال - ۳-0 هي: 


2 5 8 
سور = ( / 


1 
0> =( 
FE 2x + 8‏ 
ومنه الدالة م متزايدة تماما على ]۰+ ,0] 


2-1-تغيين احداثيي نقطة تقاطع (,6) مع (۵) 
لإيجاد احداثيي نقطة تقاطع منحنى مع مستقيم نحل 


المعادلة بر = f(x)‏ 
2x ¥8 = x‏ 
نقوم بتربيع الطرفين يصيح 
2 9+ 2 
0= 8 + ×2 2 
A= 4 = 4)41()8( = 4 + 32 = 6‏ 
6 ۷۸۵ 
2-6 
= 2- = 2 
هذا الحل مقبول لان 0 < × ( من معطيات التفري 
6 + 2- 
2 = 2- = و 


هذا الحل مرفوض لأنّ 0 < × 


إذا نقطة التقاطع هي |[(8)4,4) = (4) 0 (6) 


مسح ووو ا و ا ید سر 
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3-1- رسم (,6) و (۵) 


1-1- تمثيل الحدود ولا ۷0,۰ 0۱ ۰ ولا على الشكل 


2-11- وضع تخمین حول اتجاه تغیرا المتتالية (,نا) 
وتقاربها: 


نلاحظ أن ولا > لا > لا > ولا يعني آن المتتالية 
(برزا) متزايدة تماما وتتقارب نحو فاصلة تقظة تفاطع 
سیم 
3-1- أ - البرهان بالتراجع أن 4 > ,0 > 0 من اجل, 
كل عدد طبيعي ::: 
- نسمي () الخاصية 4 > ,لا > 0 
- من اجل 0 = م لدینا 0 ح ولا و4 > 0 > 0 
ومنه 4 > ولا > 0 أي (2)0 محققة من أجل 
0 < 7 

- نفرض أن (۸) محققة من أجل کل عدد طبيعي 
كيفي 7 أي 4 > ول > 0 محققة» ونبرهن صحة 
P(n +1)‏ أي 4 > يبجرلا > 0 
لدینا من الفرضية 4 > ,۷ > 0 
وبما أن الدالة م متزايدة على المجال [0,4] فان 

f (0) > Un+ı > F(4) 

Uq > 4‏ > 8< 0 
ومنه الخاصية (1 + )7 محققة 
- إذن 4 > ,رلا > 0 صحيحة من أجل كل عدد 


طبيعي 7 


مواضیع شعبه العطوم التجریبیه 3-1 ب - درا اسة اتجاه تغير . المتتاليه مک 
11 


ندرس إشارة الفرق بين ,رلا - بول 
U,‏ - 8 + ,2۱ = لا 
نقوم باستخدام المرافق (أي نضرب ونقسم على ز 
العدد) لس 
U,)‏ + 8 + ولا 2 Un)(/‏ - 9 ج,ل21) 
اح ی 
(2U, + 8 + U,)‏ > ولا- 
باستخدام المتطابقة الشهيرة 
2 — 2ج = (a + b)(a — b)‏ على البسط زیر 
U. = Un +2Un+8‏ 
(رلا+8 +منا2/) ` 8 
بالنسبة لإشارة المقام موجبة لأنه من السزال السايق 
لدينا 4 > رلا >> 0 
و 4 > وبول > 0 أي 
4 > 8 + ,20 > 0 
بالجمع طرفا لطرف نجد 
U, > 8‏ + 8 + ,20 > 0 
أما بالنسبة للبسط فهو معادلة من الدرجة الثانية تور 
بتحليلها كالتالي: 
لدينا 0 = 8 + ,210 + لا 
نلاحظ أنها نفس المعادلة التي قمنا بحلها سابقا مع 
تغيير مكان × ب ل إذا سيكون لها نفس الحلول 


Ua! 


Un+ı - 


تققك؛(يح - ×) ( × - :)0 = + ax” + b+‏ 
ومنه* 
(2 4 رلا) (4- 0 1- = 8 + 2U,‏ + لا 
لدینا 


7 


—Uq + بلا2‎ + 8 


(2U, 8 + Un) 


5 -م)1-‎ 4)(Un + 2) 


(2U, +8 + U.) 


la Cn + 4)(Un + 2)‏ 
(2U, + 8 + Un)‏ 
بما أن 2 + ل موجبة لا 4 > ,> 0 
أي 6 > 2 + رن > 2 > 0 
وكذلك 4 + ل أيضا موجبة لا 4 > »لا 
أي 0 < پل - 4 


إذا 0 < ,رلا - ہو 
ومنه المتتالية ( ,/]) متزايدة تماما على ۸ 


نش -ح رول - 
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السلسلة الفضية 


[[-3- ج 3 - البرهان 1 من أجل كل عدد طبيعي 11 
فان Un)‏ و -- Un+1‏ 4 


لدینا: 
(2U, +8‏ - 4 ع f (Un)‏ -4 > وبرلا - 4 
نضرب بالمرافق 
2U, + 8)‏ + 8()4 + ولاه ل - 4) _ اف 
TT Un+1 > (4 4+ 2U, +8)‏ 


باستخدام/المتطابقة الشهيرة 
2 - ته كيو( - ه)(ط + ) على البسط نجد 
(2U, + 8( ۰‏ - 16 


(4 + 2U, + 8) 


8 - 2 


)2047۳8 +4( ` 
رلا 2 2(4 
2U, + 8(‏ + 
ولدينا من البرهان بالتراجم سابقا أن 
4 وبا جه Û‏ 
4 > 8 + ,2۷ > 0 


4+0 > 4+ 2U, + 8 > 4 + 4 


4 Un+1 > 
سر‎ Un+ı 


اجرلا =4 


مضع الپ و : 7 
1 
> ےچ 
4 8+ 4+20 8 

نضرب کل الاطراف في (,0 - 2)4 د 


يصبح 
Un)‏ — 2(4 داه _2(4—Un)‏ السلا 208 


8 “q+ JU, +B 48 ۷ 


ومنه 
Un)‏ — 2(4 ج (»- 204 _ - 2)4 
4 8+ 2+8 +4 
0 لا -4) 1 لونا 24 _ 
“|0 2 200,۲8 44 


ومنه (,(ا - 4) + ک يبيرلا - 4 
استنتاج أن من أجل كل عدد طبيعي 1 فان 
Uo)‏ - 4) +2 > ,لا - 4 
يمكن استنتاج ذلك باستعمال البرهان بالتراجع 
- نسمي (:) الخاصیه: (ولا - 24> Up‏ - 4 


- من اجل 0 - :أي 0 < ولا ومنه 
(ولا - 4) = > ولا =4 أي (0 2)4 > 4-0 
آي IT‏ 


أي (2)0 محققة من أجل 0 = ۸ 
۳ () 2 س من ایل کل د ی 
أي (ولا - 4) چد > Un‏ - 4 محققة» ونبرهن صحة 


المتتالیات من الألف إلى الياء 
(1 +2 اي ان (ولا - 4) جد ک ربولا - 4 
محققة: 
لدينا من الفرضية (رنا - 4) ب > ,رلا - 4 
نضرب أطراف المتباينة في العدد - 


(ولا - 4) Un) > r‏ - 4) < 
ولدینا من الجواب السابق أن 
Un)‏ -4( > > ,بيرلا = 4 يصبح إذا 
(ولا - 4) چچ > (رلا - 5)4 ك ربولا - 4 
حسب قوائين الحصر يصبح 

4 - )سس ب 5 جرلا‎ Uo) 

ومنه الخاصية (1 + )7 محققة 
- إذن (ولا - 4) ب > ,رلا - 4 صحيحة من أجل 
كل عدد طبيعي 7 


lim د-استنتاج:,‎ -3-7 


n+ + وم‎ 


لدینا Uo)‏ - 4) > > رلا - 4 > 0 
سر i‏ 
Uo)‏ = ملقلا - (لا سن 7 „im‏ > 0 
تایه 0 ۳۳ 1 زرلا - 4 im‏ 
ومنه ج ول دنا 
n+ +o ۰‏ 


ن 
1-4۵۵( 


9. بکالوّزیا 2016 الاستثنانية علوم 


]م الدالة العددية المعرفة على المجال ]مم+ ;0] ب: 
Sx‏ 

ل e‏ ا 

1-1-ب- أدرس اتجاه تغيّر الدالة ۶ ثم شكّل جدول 

تغیرانها, 

2-1-بيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي × من 

f )2( < 0 :]0: المجال]مه+‎ 

1-(ا) المتتالية العددية المعرّفة على لا بحدها 

الأول 1 = ونه ومن أجل كل عدد طبيعي ؛ 


حي > ا 


مواضيع شعبة العلوم التجريبية 
1]-1-۱- بر هن بالتر اجع من اجل عدد طبيعي 11: 


/(x) z0 


-2-| 


u, > 3‏ ک 1 نت : التغيزات نجد أن ) - دم سس 
A‏ ل للا » ثم استنتج من جدول التغیر جد ان 0 جح (م 
ید نس اتاد تغزر تایه رب ۳۶ والدالة م متزايدة تماما على زمر 15 
ادرو المنتقية العددية لزق على ۷ا كما ای ا لفات بارا أن 3 > رن ۳۳ 
مت ب 1 = رثا 


أجل کل عدد طبيعي «د: ۲ 
- نسمي (۱) الخاصية 3 > رلا > 1 1 
- من جل 0  <‏ لدینا 1- 3و ری 


ومنه 3 > ولا > 1 

اي (7)0 محفقة من أجل 0 = ۾ 

- نفرض ان (7) ۲ محققة من أجل کل عدر 

7 اي 3 > ,لا > 1 محققة؛ ونبر هن صیء ۱ 
(1 + اي أن 3 ك ہیہلا > 1 مح 


۷۷ ۴ 
2-11-أسبر هن أنْ(,ن) متتالية هندسية آساسها ۱ 
يطلب حساب حدها الأول ون . 
1[-2-ب-اکتب بدلالة م عبار ةن ثم استنتج عبار ةا 
لاله ۱۱ 
1 [- 22ج اجب نهاية المتتالیه(,دد) . 


[]-3-أكتك بدلالة ‏ المجموع ,رک حیث: 
1 1 


05 لا ند دب 
GT‏ ا لدينا من الفرضية 3 > ,لا > 1 
: والدالة م متزايدة تماما على [1,3] ومنه 
۱ ۱ 2 لحل fC) > f(Un) > f(3)‏ 
ا صاب ر ر یی نز 
5x‏ 8 1 5 8 ومنه 3 - 1+ U‏ < 1 
x 5‏ ا 2 + r‏ (٭)f‏ ي 


- إذن 3 > ملا > 1 صحيحة من أجل كل عرد 
طبيعي 71 

E em rT TE JF 
١ ب - دراسة اتجاه تغير المتتالية (,لا):‎ -1- 


ندرس إشارة الفرق ,رلا - بول على المجال [1,3] 
5U‏ 


T~ Un‏ = ولا = يبجرلا 
n‏ 
۱ 


: 2 ۲ هد 
الدالة / قابلة للاشتقاق على +٥٥]‏ ,0] ودالتها المشتقة, 


ومنه الخاصية (1 + )2 محققة ۱ 


هي 
5x + 10 - 5‏ 2-150 کر 
27+( 6+2۳ --(/ 


نا و ر ةي ولا _ لا - ويلا 

n+ nT 

ومنه الدالة م متزايدة تماما على آم+ 0 2+ ونا 

جدول تغیرات الدالة ‏ على ]مه+ ,0] 2+ رل ۲ ظ 

ومنه المقام 2 + ,,ل) موجب لان | 

ا ال میت کی وا 5-۹ ۱ 
f‏ 5 > 2 + رن 083 


دولا أيضا موجبة لأنّ 
3 > رلا > 0<1 

د 3+ ,لا كذلك موجبة لأن 

U, >> 3 

3 وزاب 0 

ومنه المتتالية (,۷) متزايدة تماما على [1,3] 
استنتاج ان (,لا) متتالية متقاربة: 0 
بما أن (,/) متتالية متزايدة تماما ومحدد ,ينم 
الاعلی بالعدد 3 لان و > ,زا > 1 فهي مقا | 
نهایتها | ۱ 


ام فقس 


مواضيع شعبة العلوم التجريبية 

1]-1-1- برهن بالتراجع من اجل عدد طبيعي ۸: 
<i, > 3‏ 1 

1-ب- أدرس اتجاه تغيّر المتتالية (برده) » ثم استنتج 

أنها متقاربة, 

2-11-(,رن) المتتالية العددية المعرّفة على ل كما يلي: 


3 
Vn < 1 8 


1]-2-أسبرهن أنّ(,رن) متتالية هندسية أساسها 2 1 
يطلب حساب حدها الأول رن . 

١|-2ديباكتب‏ بدلالة ۸ عبار ةس ثم استنتج عبار ,ا 
بدلالة 71 

][-2-ج خشب نهاية المتتالية(,,) . 

[[-3-اکتب بدلالة بر المجموع رک حیث: 


1 1 1 1 
حو .ينه i‏ ولاش 


mom جحسس‎ 


کح الحل 
1-1-1 - حساب (x)‏ ګ/ lim‏ 
من + بر 
ص وروا ع 1i‏ كه 1 
5 تم وراج 4+2 ie‏ 5 ار ۱ 


ومنه ا 5= (2) 7 صال,ے ۰ 


[-1-ب - دراسة اتجاه تغیر الدالة f‏ على ]مه+ ,0]/ 
الدالة ر قابلة للاشتقاق على ]مه+ ,0] ودالتها المشتقة 


هي 

F0 = 5( +2) - 1)52( _ 52: + 10 - 5x 
) + 2 + 2 
۳ A_0 2 

لدينا 0ك FR‏ 

ومنه الدالة ۶ متزايدة تماما على ]مه + ,0] 


جدول تغيرات الدالة جم على ]مه+ ,0] 


[-2- التبيان أن من أجل كل × ينتمي +٠0]‏ ,0] 
f(x) >0‏ : 

من جدول التغيرات نجد أن 0 < (×) / 
والدالة م متزايدة تماما على ]مه+ ,0] 
1-1- أ - البرهان بالتراجع أن 3 > ل > 1 من 
أجل كل عدد طبيعي 7: 
- نسمي ()2 الخاصية 3 > ولا > 1 
- من أ جل 0 = « لدينا 1= ملا و3 > 1 > 1 
ومنه 3 >> ولا > 1 
اي (2)0 محققة من أجل 0 < :7 
- نفرض أن ()5 محققة من أجل كل عدد طبيعي 
م أي 3 > ,لا > 1 محققة؛ ونبرهن صحه 
(1 + ۶)۸ اي أن 3 > ,مما > 1 محققة 
لدينا من الفرضية 3 > ,رلا ك 1 
والدالة م متزايدة تماما على [1,3] ومنه 

f(1) = f(Un) > f(3) 

3 بولا > چ > 1 
ومنه 3 فلا ل 
ومنه الخاصية (1 +0 محققة 
- إذن 3 > ,نا > 1 صحيحة من أجل كل عدد 
طبيعي 71 


نداوسن إشارة الفرق Un+1 Un‏ على المجال ]1.3[ 


وجل - سس < لا - ولا 
n Un + 2 n‏ 71۳1 
31 + - 
>= ولا - ہو 
(3 + 
Un > +2‏ - يبنا 
ومنه المقام 2 + ل موجب لان 
3< > 1 


265 +یل > تجيذه 
وول ایضا موجبة لان 
3 > يرلا > 1 > 0 
و 3+ ول- كذلك موجبة لان 
U, >> 3‏ 

3 + ,لا - >> 0 
ومنه المتتالية (,,/]) متزايدة تماما على [1,3] 
استنتاج أن (,,/0) متتالية متقاربة: 
بما أن (ولا) متتالية متزايدة تماما ومحدودة من 
الأعلى بالعدد 3 لأنّ 3 > ,را > 1 فهي متقاربة ند 
نهايتها ] 


السلسلة الفضية 
[-1-2- البرهان أن (,,1) متتالية هندسية: 


تكون (,17) متتالية هندسية إذا كان ۾ × ,۷ = ,. ./] 
n 1‏ 1۳1 
لدينا - - 1 > بر ومنه 
مس ۶1 بولا 
سر 21 هيما 
U, + 2‏ 
(2 + بلا) 3 
Var 21-- 5U,‏ 
3U -6 ۰‏ - 5 
5U, 75‏ = وبم 
2310-6 
Var = SU, ٠‏ 
0-3 3 
ولا =z‏ اجرلا 
3 
ین 6 Vn+1‏ 
2 
۶ ج = «بم 
E‏ 2 
ومنه ۹4 متتالية هندسية أساسها < = q‏ 0 
حساب Vo‏ ۱ 
3 
21-12 و۷ 
Uo‏ 


1 
ومنه [2- = 19 
[-2-ب - عبارة ,۷ بدلالة 7 : 
نعلم أن (م) متتالية هندسية أساسها ج 


وحدها الأول 2- = Vo‏ 
لدینا: 7ن × و۷ = م 


ومنه 
استنتاج عبارة (1) بدلالة 11 
لدینا سوسیا كي 
Un 2‏ 3 
U o‏ 
۶ ( 9 
0 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


[[-2- ج - حساب U,‏ 111:1 


مه 1۱-4 


3 
ار‎ Un = lim, هه‎ 


n 
ولدينا 1 > - کک ان 0= 8 1ا ومنه‎ 
(۲+۵ 5 


3 
„im Un = ET 3‏ 
3-7- كتابة ,رک بدلالة 71: 
8 3 
لدينا کت 
Un 1-۷ 2‏ 
۱ 3 سے 
ي 1-۷۵ ولا 
ونفس الامر يتكرر مع الحدود الاخری 
أي 
7۹ سک 3 و Sn‏ 
vr 1-۷ ۳‏ و 
EEE 6‏ نگ 
+1-V +1 +... +1‏ 1-0 5 5 
MEGS‏ ا 
نلاحظ أن العدد 1 تکرر1 + 0 - :7 (عدد حدود 
تتا 5 


وا + ...+ و۷ + + (Vo‏ -(1 +102 _ 5 
ا ۹ اا کش 


» 3 
كلاحظ أن ( ,۷ + . .+ و۷ + + ۷) هي مجموع 


۹۹ وفربتتّابعة لمتتالية هندسیة» ومنه نجد 


د 


1 
٭ ل 
3 7 


2 5, = |e +9 +2 E} اجا‎ 


5 
EUSTON مد‎ 
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7 الموضوع الأول - التمرين الثالث 
(ببئة) المتتالية العددية المعرفة ب: 1 - 2ع = ولا 
ومن أجل كل عدد طبيعي 4 
aq < 01+ (6 2-1‏ 

۳ حصب 111 ولا و ولا . 
2- آثبت أنه من أجل کل عدد طبيعي ۸: 

1 + u, < 0 ١ 
المنتالية(,ر,) متناقصة. هل هي متقاربة؟‎ 9 
علل‎ 


0 


4نضع ان من اجل كل عدد طبيعي:,: 
un)‏ + 3(1 = بر 
4-- أثبت أن ( س متتالية هندسية يطلب تعيين 
سب. أكتب Un‏ و برد دلاله fn‏ تم أحسب lim Un‏ 
الإ مج 1و 
4ج بين آنه من أجل كل/ پڻ ٠f‏ 
Ino, + Inv, +... +O, = (n F 1()- + 2 + In3)‏ 


كي الحل 


1-حساب 1 ۰ U2‏ ف Us‏ 
حساب 1 1 
لدينا 2-1 ج(ين +1) = وپولا 
Uo+1 = (1 + Uqg)e 2 =1‏ 
ولدينا 1 - ع = ولا بتعويضه نجد 
U, = (1+ e? -1)e 7? -1‏ 
U, = e e2 -1 < ۵277 -1< 60 -1‏ 
مت 
حساب U?‏ 
Uı+1 = (1+ (67۶ -1‏ 
1- 62( +1) = ونا 
ولدينا 0 = .لا بتعویضه نجد 
1- 00-2 عت 1( = و0 


۰ 


حساب Us‏ 
2-1 6( +1) 2 يديل 
U; = (1 + U,)e 2-1‏ 
ولدينا 1 - 6-2 = رل بتعويضه نجد 
Us = )1+ 2 - 1(7-2 - 1‏ 
1 4-ج = 2-1 ع = 1 م2 Us pg‏ 


یه ]7-1 = 


2-اثيات أن: 0 > U,‏ + 1 

للبرهان ان 0 < ن + 1 نستعمل البرهان بالترا 

P(n)‏ الخاصيا 0 ا ف 

من اجل 0 = ۸ لدينا 1 - ۶ 2 ولا 
و 0 < 2-1 +1 

ومنه 0 < و[ + 1 

لق (0)م حققة من أجل 0 = 7 

- نفرض أن () محققة من أجل كل , 


أي 0 < بول +1 : 
لدينا: 1- 672( +1) + 1 = وبیلا +1 
2 رلا + 1) = 


ویما آن 6 2-ی و 0 < ول + 1 وهذا من 
الفرضية ومته 0 < وبول + 1 
ومنه الخاصية (1 + )2 محققة 
- إذن 0 < ل + 1 من اجل عدد طبيعي ‏ 
3-البرهان أن (,,07) متتالية متناقصة: 
ندرس إشارة الفرق لا - يرلا 
را - 1 مس 13 + 1( ح ونا > وبیلا 
«لا-1 - 2 ورلا + 2 = 
U, = U,(e 2 -1( + 6-2-1‏ - 
نستخرج 1 - * 6 كعامل مشترك يصبح 
1)(Un + 1(‏ - 672) = رلا - U,‏ 
لعن لدينا من الجواب السابق أن 0 < ,07 + 1 قيمة 
موو و 0 >2-1-ه لان العدد 2-م أصغر من | 
ومنه المتتالية (,زا) متناقصة على ل 
معرثه هل () متتالية متقاریة. 
بما أن (07) متتالية متناقصة ومحدودة من الاسفل 
یت و 3۳ هد 1 قهي متقارية نخر 


3 


Un+1 


4 - البرهان أن (,۷) كتقالية هندسية: 
تكون 4 متتالية هندسية إذا کان 89 بلا = وبا 


- U 
a *( (و - هی‎ 


5 3(1 ے (ولا + 31 م2 ۷ 
58 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
نلاحظ أن العدد (3)3! تكرر 1 + « ع 1 + 0 - م 
مرة (عدد حدود متتالية) ونكتب: 


۱۱) Vo) لكا)ضا+‎ +٠٠١ + In( VU) = 
(n + 1) In(3) + ))-2)0( + 2) + )-2)1( + 2) + + (2n + 2)] 


xX qr P 2‏ و = 8 
x )672(* — 382 x g-2n‏ 362 = ,ما اساسها 2- = ٣‏ وحدها الأول هو 2 = و۷ 
منه إذا العبارة 
2 ])2 + 2-) + ...+ )2 + (2)1-) + )2 + )2(0-([ 
دينا Un)‏ + 0 6 = زا )صا + ۰۰۰ + Vo) + In(V)‏ )سا 
۰ 1+ 
ولا 1 = د - 2 + 2] 2ح + (۱۳)3 (1 + ) 
1 ریک n‏ = زا )ها + ۰.۰ + (,۱0)۷ + In( Vo)‏ 
لدینا 36-2+2 و نیا نجد [2 - یس + (n + 1) In(3)‏ 
~n‏ 
ات ا ۸/ نستخرج 2 كعامل مشترك نجد: 
8 3 = وا )صا + ۰.۰ + In( Vo) + In(V;)‏ 
(n + 1) In(3) + (n + 1(]2 — n]‏ 
نستخرج (1 + 2) عامل مشترك نجد: 
ساب: lim U,‏ = زا )دا + ...+ In( o) + In()‏ 
(r + 1) (In(3) + 2 — n) +00‏ 


n+ 

1 3-3-5 ۲ -27+-2 Es 
ام‎ i e 1( 

= lim (e ^" e2 - 1( 

n¬+too 

۳ ۰ 1 1 ۲ 
نعلم أن 0 = (چ) 10!, ومنه 
4ج البرهان أن 


In( Vo) + In(V) + ۰۰. + In(V,) 
= + 1 «+ 2 +12)3(( 


ومنه 
In(%) =‏ + ... + )صا + In( Vo)‏ 
(nı +1) (~n +2 +1n(3))‏ 


۰ 


( المَوضنوع الثاني التمرين الثالث 
المستوي المنسوئب إلى المعلم المتعامد والمتجانس 
([,0:1) 5 


دینا من عبارة الحد العام أن ۱۴ 
0> 3-2۷2 کت 4 f-1‏ الدالة المعرّفة علی المچال ]00 0] ب 
قوم بادخال الدالة 10 على الطرفین کت =( 
2 


(22+2-ع3) ما = ريا )ما 
I1n(3) + In(e 7 2”"*2)‏ = 
In) = In(3) - 2n +2‏ 


و (6) تمثيلها البياني. 

1-1-عيّن اتجاه تغير الدالة ر على المجال]ةيك:0] . 
[-2-آدرس وضعیة(م)) بالنسبة إلى المستقیم/() 
ذي المعادلة y = xX‏ 2 

[-3-مثل(مع) و(0) على المجال [6 :0]. 

ع المتتالیتین (ببه) و(برنة) المعزفتین على لا 


2 


رمنه 
In(3) - 2(0) + 2‏ = )12 
In(V;) = In(3) — 2(1) +2‏ 
In(») = In(3) — 2(2) + 2‏ 

In) = In(3) - 2n +2 

نقوم بالجمع طرفا لطرف عموديا فنتحصل على: 


Vo) + ۱۵)۷,( + ۰.. + In( Va) =‏ )ما 
|2 +20 - (3 )ها +... ۳۹ (2 + (2)4 - (3 [in( 3) - 2(0) + 21+ [In(‏ 


2 = ولا ۱ 5 و1۷9 
f (Un)‏ < يبيبلا f”‏ 5 53 
1-1نا- أتشئ على حامل محور الفواضل الحدود: 


0 1426 ولا و7 016 )ولا ووا دون حسابها, 
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مواضيع شعبة العلوم التجريبية_ 
1-11-ب- خمّن اتجاه تغير وتقارب كل من 
المتتالیتین(,ردا) و (رتا) . 
2-1-]-أثبت ائه من أجل کل من ۰۸۱ 

0 > ,رلا > 2 و 5 > ,نا > يج حیت 


3 + 13 


0 - 


کے( ہ1 سس ٌ > Vn+1 7 Un+1‏ 
3-11-ب- یق أنه من أجل كل و من!۸: 
ری > لا - با > 0 
1 سج استتتج کے w0‏ - )زا +ثع ‏ | ]-3-تمثيل (,6) و (ط) على المجال ]0,6): ۲ 
حند نهاية كل من (,رلا) 1( ,”7 ست ۱ ۱ ۱ ْ 


مر الحلا 1 


سح تسس یس هد 
1-1- تعیین اتجاه تغیر الدالة f‏ علی ]مه+,0] 
الدالة ۶ قابلة للاشتقاق على ]+ ,0] ودالتتها المشتقة 


فوق (0) | وضعية (6) 
بالنسبة الى (م) 


9 5 4(x+1)-1(4x+1) _ 4x+4-4x-1 
f (x) (x+12 )2+ 2 


و منه 


3 _- 7 
(x+1(2‏ = )( / 
3 ۰ 9 
بما أن 0 < حصب مهما يكن ]مه+,0] ع × فالدالة 
7 متزايدة تماما على المجال ]+ ,0] 
[-2- دراسة وضعية (م6) بالنسبة إلى (): 


ندرس (شارة الفرق بين رر - (#2)يم على المجال 


7 / ]0, ]صب‎ 
3 ١ ١ 4*1 | 
ا 0 سب‎ 3 1 
x مس‎ x(x + 
f) - بز‎ = E 
۳ وت(‎ 3 + 1 
fo) 7 ۴ +1 


إشارة المقام 0 < 1 + عر على المجال ]+ ,0] ۱ 
يكفي دراسة إشارة البسط 1 + ×3 + 2ن ۱ 
0= 1+ 32 + 2 
A= 2 - 4۵6 = 9 - 4)-1()1( = 3‏ 
VA= 3‏ 


[1-1-أ - تمثيل الحدود Uo‏ و غلا و 0 ثم 
الحدود 170 ۷۱۰ ۷2۰ و ۷ على الشكل: 
E a ES‏ دکیھے 2 


یی ت > ری رم ضف ام 


1 ب - وضع تخمین حول اتچاه تغير المتتالیتین 
(.ن) و (,۷) وتقاربهما: 


نلاحظ أن ولا > ولا > Uf‏ کار 
أي (,بلا) متتالية متزايدة وتتقارب نحو فاطلة نقطة 
تقاطع (6) و(ظ) 
ونلاحظ أن 

WSK << 1‏ ر ض 
أي (۷) متتالية متناقصة وتتقارب نحو فاصلة نقطة 
تقاطع (م0) و(2) 


-2-أ - إثبات أن من أجل ۸ ع 1 


يكون »© > رلا > 2: 
نستعمل البرهان بالتراجع 
- نسمي ()5 الخاصية ۾ > ,رلا > 2 
-من لجل 0ح للینا 2= ولا وه > 2 > 2 
ومنه ۵ > ولا > 2 
اي (2)0 محققة من أجل 0 = ۸ 
- نفرض أن ()5 محققة من أجل كل عدد طبيعي 
n‏ آي U, <a‏ > 2 محققة ونبرهن صحة 
(1 + )م أي » > يبرن > 2 محققه: 
لدينا من الفرضية م > ل > 2 والدالة المرفقة f‏ 
متزايدة على ] ,2] فان 

f(a) > 5‏ > (رنا)] > f(2)‏ 
ولدينا من نتائج السؤال (2-1-) أن » هو حل للمعادلة 
20 ۶ - (] 
حور sg,‏ ول 

f(a) = © 


و 8+1_9 
ڪا ۲ 


2 > 3 > يبرلا‎ > f(a) > © 


المتتالیات من الألف إلى الیاء 


- إذن ۾ > ,لا > 2 من أجل کل م عدد طبيعي 
|ثبات أن من أجل ۸ ع :7 یکون 5 > ,۷ > 0: 
نستعمل البرهان بالتراجع 
- نسمي ()0 الخاصية 5 > ,۷ > © 
- من اجل 0 = "۾ لدینا 5 ح ولا و 5 > 5 > »© 
ومنه 5 > و۷ > » 
أي (0) محقفة من أجل کل 0 = ۸ 
- نفرض أن ( ٠)‏ محفقة من أجل كل عدد طبيعي 
۾ اي 5 > ,۷ > » محققةء ونبرهن صحة 
(1 + ممعم أي 5 > وبلا > » محققة: 
لدينا من الفرضية 5 > ,۷ > ۾ والدالة المرفقه f‏ 
متزايدة تماما على [5 ,»[ فان 

«= f(a) > f(V) > f(5) 

3,5 > يبجرلا > © 

ومنه 5 >> يبجرلا > » 
ومنه الخاصية (1 + )7 محققة 
- إذن من أجل عدد طبيعي ۸ : 5 > ,۷ > © 
لدراسة اتجاه تغير (,/]) ندرس إشارة الفرق 0 
بلا - يبورلا على ]6 ,2] 

ولا - f (Un)‏ = ,لا - Un+1‏ 
بمّاران ,زا يشبه × للدالة المرفقة فإنه يمكننا استغلال 


f(%)—x < 0‏ 
اي کم 0 < f (Un) - U,‏ 
ومته 0 < رلا - يبونلا 
أي المتتالية را وتزايدة تماما على ]8 من أجل كل 


عدد طبيعي 11 
لدراسة اتجاه تغير VA‏ تلوس إشارة الفرق 

«" - بعرلا علب [5 لني 

fU) -۷‏ 2+ 
بما آن ا يشبه بر الدالة المرفقة فان یمکننا استخلال 
جدول الوضعية من جواب سابق؛ "نجد أن على لا 


فان: 
0 عد - (2) [ 
أي 0< ۷ - f)‏ 
ومنه 0< ۷ - +۷ 
أي المتتالية () متناقصة تماما على 80 من أجل كل 


و عدد طبيعي 
1-3-1 - اثبات إنه من أجل كل ۸7 ع ۸ فإن 


U,)‏ - ,)2 ك يجوملا - اجا 
لدینا ‏ 6 - a “Ugg < f)‏ 


مواضيع شعبة العلوم التجريبية 
4U, +1‏ 1+ ,4۷ 
1 لا KEE‏ 
1)(4U, + 1)‏ + ,0۷ - )1 + «0ا)(1 + (4V,‏ _ 
(VU, + 1)(Un + 1)‏ 
U,) + Un 5 Vn‏ = 4 
Va+1 - Un+1 = “WEDU+D‏ 
(Mı + D(Un +1)‏ 
نستخرج الاشارة (-) كعامل مشترك من (,۷ - ,لا 


السلسلة از 
أي J)‏ ( > با وا > 0 محفقك دثبر هن 
أي 6 < Uniti‏ — ربا > 0 محفقد: 
لدينا من الفرضية 
1۱-1 1 
(ج) > ,۷ - ,۷ > 0 
1 ۲۱-1 1 1 
$ (5) > (,نا - :۳ 
5 36 79 - وا 2 =0 
لكن لدينا العلاقة (ي,لا - 0 > و 


ومنه ۳( > n‏ > +۷ >0 
ومنه الخاصية (1 + )2 محفقة من أجل (1 + 
- إذن من أجل كل عدد طبيعي ‏ فان : 

71-1 1 
الطريقة (2): 


= وبرلا - جرا 


يصبح 
Un)‏ تچ Un) (Vn‏ 1 )4 
nea - Un 2) DU, +1) ©‏ 
نشتکورج (Vn 0 Un)‏ كعامل مشترك نجد 
- 1,()4 - 0 _ 
)1 بد ;10 ۳1 ۸ ج Van+1 00 Un+1‏ 
( وا 307 
Vn+1 - Un+1 = 777 1( 60 + 1(‏ 
ولدینا من البر هان التر اج پسابقا أن: 
اي 1 + 2 < 1 + ,0 
ومنه 3 < 1 + ,رلا 
ولدينا 2 < ,۷ أن بالحصر 


۷ أي 1 + 2 < 1 + ۷ : 1 
ومته 5 < 1 + ۷ ۴ ۰ م ۱ (n - Un)‏ 3 < دجملا - وبم۷ > 0 
و یالضرب طرف لطرف تجد ۲ نقوم بانقاص درجة (-1) من دلائل المتتالیتین نجد 

/ 1 
eg r ) FD, #1) 29‏ 
يع ای قاط ار نج تسج 
یس تلا 1 1 ۳ ja¬ U)‏ <> رلا - وبلا > 0 
تضيرب في الد 3 3 & ۷1(00:0) / ۱ 5 ۳ 
و ی 32 2 > يملا ¬ وا < 0 
(بلا- )3 
رلا - - ,)2 


5 (1 + ,)(1+ ( 
ومنه (ولا - 1 ۳ < > Un+ı‏ - وبیما 


3-1-ب - اثيات أنه من أجل كل // 6 7 

1۱1-1 
فان )3( > Vn — U,‏ > 0 
الطريقة (1): نستعمل البرهان بالتراجع 

2-1 

- نسمي ()م الخاصية (2) > ,لا - ,4 > 0 
- من اجل 0 = + لدينا 2 = ولاو 5 = ملآ 
وو- () >0>5-2-3 

1۱0-1 عسي م 
مه (+) > ولا - ونا > 0 أي (2)0 محققة 


1 
Uo)‏ - £ ولا - ۷ > 0 
نضرب المتباينات طرا لطرف تذهب كل الأطرا 
المتشابهة بقاعدة الاختزال وایتبکی 


>: OG) ew 


ب 0 


O‏ سات ( ی 
ل سوسس | هه یت 
كيفي 7 


السلسلة الفضية 
Uk >) 9‏ > 0 
والعدد 3 يمكن كتابته بالشكل ٠‏ (2) يصبح 


10-1 ۱ 
(چ) (2) > :۷ - ,۷ >0 


ومنه 
11-1 1 
6 > ,لا - ,۷ > 0 
3-1- جکر ایپتنتاج أن 0 = (,رنا ¬ im)‏ 
71-1 1 
RS)‏ - ,۷ > 0 
E ۱‏ مب بذ.. 1 
وا 0=( وگ ره > و 


ومنه باستعمال مبرهنة النهاية”بالمقارهتة,أو بالحصر 
فإن 0= (lim ۷۶ - Un)‏ 
تحديد نهاية كل من (.رلا) د 3 
لدینا 0= (بر[ا - م92 lim‏ 
أي 1 = lim 0 ١ - lim (U,)‏ 
م6 11-4 
کن )ف )ادها متقاريتان :مناه 
İ‏ = ولا lim‏ = ربولا lim‏ 
n++oo‏ مجر 


4۱ +1 
f = 


4l +1 = 1 + ] 
-]2 + 31 + 1 =0 
۹۷ ۵- 3 
45-13 3+ 3 
رات‎ 5 2 
aS 


2- 
لا تنتمي إلى ]» ,2] ولا إلى [5,»[ 


@ ت = ږا 


| سس 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


.. بكالوريا 2014 علوم تجريبية 


| الموضوع الأول - التمرين الأول 
لتكن (Un)‏ المتتالية العددية المعرّفة كما يلي 1 = 1 
ومن اجل کل و اون - cn‏ 


حرو 9۹ =7 1یا 

و (,ن) المتتالية العددية المعرّفة كما يلي: 
عدد طبيعي 7 4۰ + ,لا = بط . 

1- بن آن (,,ن:)متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها 
وحدها الأول. 

2- اكتب كلا من ړا و ږں بدلالة 11 

3- ادرس اتجاه تغيّر المتتالية(,,») على لا . 

4- احسب بدلالة ۾ المجموع 
بل 1121.۰۰ F‏ یلا + ولا = Sn‏ . 

5- لتكن,,,:) المتتالية العددية ادر فة على ۸ كما 
يلي: )1 0 5+ 5 3 

5-أ- بيّن آن المتتالية (س) 0 تماما على لا . 
5-ب- احسب ( ۱۷ ¬ „iM, (Un‏ ۰ 


من أجل كل 


۰ 
وک حیت: 


کي الحل 


#1البرهان أن (,,۷) متتالية هندسیة: 
تکون (1) متتالية هندسیه إذا كان 4 < < Va+1‏ 
لدینا 


4 + لا < ۷ 

Var = ببولا‎ 4 

8 2 2 
د + 5۷0 2 26 - بلاج = Vn+1‏ 


ك نجد 


نستخرج = کعامل مشتر 
25 )4 + ,0 کر 

Vn+1 = 27 إذن‎ 

ومنه (,/1) متتالية هندسية أساسها = = ب 

حساب و۷: 


2-كتابة ,۷ _و ےل بدلالة و : 

كتابة ,۷ بدلالة :7 :مع ۲ < 7 

۷ = Vp ۴ لدینا:‎ 
Vn = Vo ۳ 


63 


3شراسة اتجاه تغير المتتانية ( ا ) على ۸۷: 
ترس إشارة الفرق ولا - ولا 


02 1+ 2 
1 () *5]-4- (2) × 5 = ولا -ييينا 


00 41 2 
4 + (2) چ5 4- ت 


تا ام و 


نمتتلية (بلا) متتاقصه تماما على إا 


صاب ,رک 
لدينا 4 - يلا = ينا 
ومنه من أجل قيم ‏ تجد 

Uo = Vo - 4 

U, = ۷۰ - 4 

4 - رلا ح رلا 


نقوم يعملية الجمع طرقا لطرف عموديا نجد 


4 ف -2 — 4 — Sp = Vo + V +۰ + Vp‏ 
تلاحظ أن لعدد 4- تكرر 1 +7 - 1 + 72-0 


١‏ عد 


يا نص 
(1 + )4 - [7] + .. ۷0۰ < رک 


وتلاحظ أن [م/1 + .۰۰ + ۷ + /1] هي مجموع حدود 


منتایعه المتتالیه الهندسیه(,۷): 


« بمب | := بو 


ومنه |(1 + )4 - 1 - لكات 15- = Sn‏ 


i-5‏ ا البر هان أن 
ندرس إشارة الفرق 1 - 2 


1 1 
War - ۷ = 5) 5 j ( 03 ) 
n+1 n و۷‎ +5 1 5 3۳۹ 1 


س و5 سس - 
Vn+1 5 ۳‏ ا ۳ 
کے کی زا 
1528 5+ صب " Wnt‏ 
در 


ل 007 > Mn‏ 7 
5x EE‏ 5 (5) × 5 ۳۳ 
Os‏ 
+ 1 5 
س = Wn‏ 7 يبرا 
n 2 +1 5 8‏ ل 
لدینا 3ج 5 سوه (1) 


2 1 217 

5< )4 
سین 56 ۱ 

4+ (و)»:+ (ج) 
E:‏ 
+ + 6 
1 1 ۱ 

+1 © ++ 


ومنهم 0 < Wn+1 7 Wn‏ 
أي أن" المتتالية (,/10) متزاید يدة تماما على لا 


السلسلة القضيه 


| المتتاليات من الالة 
5ب -حساب: (, ۲۷ - lim (U,‏ لاعن ا إلى اليام 
n+‏ 


كج الحل 
1-1-البرهان أن (,,/)) متتالية هندسية: 
کون ,)مه هی اکن × ,اا = رل 
n+ 1‏ 
لدینا ویب 
Un =e 1‏ 


= 2-4 


-1 ۹ 


ومنه (,/]) متتالية هندسية أساسها 2ے 1-م = ۾ 
حساب 0 : ١‏ 


2 n 
lip, (Un - WM) = lim, × (2) -4 


ويب 


2 ۱ ' 202 ks 
-1> >1 ونهاية 0 = (2) صا لان‎ 
„im (Un - Wa) = )-4 - 1 + 5Y 0 


ر 
.3. بکالوریا 2014 علوم تجريبية 


الموضوع الثاني التمرين الأول 
[-نعتبر المتتالية العددية(,ر) المُعرافةبهلى مجموعة 
الأعداد الطبيعية لا بحدها العام: 
ez”‏ = بر 
9 هو أساس اللوغاريتم النيبيري) 
1 1-بيّن أنّ (,ب‌متتالية هندسية يطلب تعيين أساتيها 
وحدها الأول. 
[-2-أحسب „lim un‏ »ماذا تستنتج؟ 
[-3-أحسب بدلالة م المجموع رک حيث: 
U, + ua+...+un‏ + ولا = مرگ . 
[[-نضع من أجل کل عدد طبيعي::: (ببم)۱۳ = ہ7 
(«1 يرمز الى اللوغاريتم النيبيري). 
[-1-عبّر عن ,ره بدلالة رٹم استنتج نوع 
لمتتالیه(,7). 
(2-1-- آحسب بدلالة ‏ العدد,م حيث: 
X...X ty)‏ ولا X‏ بل ٠ Pn = In(uo X‏ 
[[-2-ب- عين مجموعة قيم العدد الطبيعي:: بحيث: 
P, + 4n > 0‏ 


1 1 -1 
2-)+1( = 2 n 
دملا‎ < 4 -8 


1 
e‏ = 9 7ع = ولا 


a مه‎ 


-2 -حساب* 1 
24 سصاب:(,۷) ,و 
1 1 
م 6 lim‏ - (*27ء) lim U, = lim‏ 
مه +ب-11 وه +ب11 م ++1 


m (e =) =0 


lim ولا‎ = li 
n¬++oo 1]-«+ من‎ 
n) -0[ ومنه‎ 
0 نستنتج أن المتتالية (,0) متقاربة نحو‎ 
12 [-3-حساب ,5 بدلالة‎ 
بم آن ,هي مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندسية‎ 
# اذا‎ 


و 


و ود و) 


م - 1 


% $e x 


6 
-)4+1( _ 
Sp = Ve Xe لے‎ 


4 ا 


مواضيع شعبة العلوم التجريبية 
من خواص اللوغاریتم أن (1<)|21: = ٩۳(‏ )۸ا 
وأن 1 = (۲)"! يصبح 
داوس ی ¥ 
a‏ 2 = 2 


5 
استنتاج نوع المتتالية (,,/1): 
۳ 7 - 2 


1 

1 دودح < (1 (n+‏ و Vn+1‏ 
ال 
ومن هر متتالية حسابية آساسها 1- = ۲ وحدها 
1-2-1 - حسائّه پدلالة بر العدد ,م حیث: 

Css Un )‏ ولا XxX‏ لا 2 In(Uo‏ = 
من خواص اللوغاريتك ان 
( اء|)صاع ( In(a X b x ¢) ۱8۵ (+ In([b|‏ 
) ,)1۱ +۰۰ + ) ينا)ما + P, = In(U, ) RK?‏ 
بما ان ( )ہ1 = ,۷ 
فإن: P{Z ۷ + V + Va + ۰۰۰+ VU‏ 
إذا يصبح ,2 مجموع حدود متتابعة لمتتالقِّةٍ.جسابية و 


0 :), ( هي‎ 
n 
1 P= 2 [Vo + كا‎ 
+3 
۰۱ 2 2 "| 
n+1 
سيم‎ 2 | ]1 -«[ 
(n + 1( )1 - n) 
Pn 
2 
مكلا ام‎ 
ك‎ 
2-1-ب-تعيين قيم العدد الطبيعي 7 حيث:‎ 
P, + an < 0 
لدینا‎ 
P, + 4n < 0 
n7 + 1 
n>0 


n2 + 8n +1‏ 
0 < سس 
نضرب الطرفین في 2 نجد: 
8n +1 > 0‏ + 2 
نبحث عن جذور العبارة 
Gn + 1‏ + 2 


١‏ م 
لسلسلة | 
= (1()1-)4 - 64 = 40 م 
8 — 


[ 
۷۸-2 8 
8 + 8 
n 7 2 
-8 + 8 


19 2 


64 + 4 


= 2 


= - 2 


نضنع جدول الإشارة 6 خاصا بالأعداد الطب 


0( 
ومنه قيم الله يعي حر 0 > 4n‏ + 


.4. بكالوريا 2013 علوم تجرير 
3 الموضوع الأول ول - التمرين الثاني 


71 
]-المتتالية (n)‏ معرّفة على لا نس = 
[-1-بیّن أنّ (,نة) متتالية هندسية يطلب تحديد ار 

وحذها الأول. 


. lim Vn [-2-أحسب‎ 
719+ وم‎ 


[[- المتتالیذر ب) معرفة ب 1= مويه + ومن اجل 
يحدد طبيعي 6 6 + Un+1 = Sun‏ 
قو برهن بالتراجع أنّهء من اجل كل عدد طبیم 
6 بن > 1 . 

2-11بادرس اتجاء 5 تغيّر المتتالية (يرن) . 

3-11 -أ- برهن ]تفر أجل کل عدد طبيعي ؛ 
n)‏ -2)6 £ 1ب 6 

3-1-ب- بين أنه من" أجل کل عدد طبيعي « 
« > م - 6 > 0 القت ما 

سس سس ا تبت مس 


كع الحل 


ص ار ده 


2 (,۷) متتالية هندسية إذا كان ۾ × 1۷ 


51 
مي كاي 
xX 5‏ 6501011 57+1+1 ۷ 
سے هه = n+1‏ 
xX 6‏ +67 671+1 


السلسلنه القصية 


ومنه (ب۷) 


متتالية هندسية آساسها 5 ے 
2 


9 
حساب و۷ 
5 50+1 
g71‏ = :۷ 
لدينا: 
۳۳ را = ۷ 
ومنه 


تست رس 
1 -2-حساب lim (W4)‏ 
الل ا س 
n‏ 5 
۱ × ا im, o>‏ 


من لجر 
lim J > 0‏ 
46ج 


ومنه (,۲) متقارية نحو 0 


سم مت مخ 
11 -1-البرهان بالتراجع أن 6 > ASU,‏ وا 


- نسمي ()2 الخاصية 6 > ہل > 1 
- من اجل 0 = ۸ لدینا 1 ع ولا و 6 > 1> 1 
ومنه 6 > ولا > 1 
أي (0) ۳ محققة من أجل 0 = 0 
- نقرض أن ()2 محققة من أجل كل عدد طبيعي 
7 أي 6 > ,رلا > 1 مححققة؛ ونبرهن صحة 
(1 +ععع أي 6 > بول > 1 محققة: 
لدينا من الفرضية 

Uq > 6‏ < 1 
نضرب في 5 ثم نضيف 6 ثم نجذر نجد: 
5U, + 6 > 1/6 <> 5 + 6‏ > 6 + 5 ۷1 

6 > ببیلا > 1/11 > 1 

ومنه 

6 > ربیلا > 1 
ومنه الخاصية (1 + )0 محققة 


- إذن 6 >> ل > 1 من أجل كل عدد طبيعي :, 


1 -2-دراسة اتجاه تغير المتتالية :(Un)‏ 
ندرس إشارة الفرق Un‏ ب Un+1‏ 

ولا - 6 + لا 5ل = رلا - يبورلا 
نستعمل المرافق: 


67 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
:117557755۲1 
SU, + 6 +6 +‏ ( 0 1+1 


1 -6 + برلا 5 


سے = ولا - بيرلا 
SU, + 6+ Un)‏ ( 1 1+1 


(YSU, + 6+ Un ینوا‎ ۳ 


من البر هان السابق آن 
6 > ,لا > 1 
6 > 5 بیلا - 1 
نقوم بالجمع عموديا نجد 


0 > 2 > SU, + 6 + ولا‎ > 2 

ومنه (, +6 + «(5) موجب بما أن المقام 
موجب فإشارة لا = بير من اشارة البسظ 
ندرس |شارة البسط: 2ل - 6 + SU,‏ 
طريقة 1: 
نضع × = ,رلا 

×2 + 5× + 6 

A= 25 - 4)-1()6( = 

۷۵27 


من الجدول تجد أن 0 < 6 + ×5 + 2- على 
المجال [1,6] 
أي 0 < ہلا - بيبا ومنه-(,رن) متزايدة تماما 
طريقة 2: 
إن وجد للمعادلة حلان فنقم(تحلیلها پلقاعدة التي 

تقول: 

ax? يرؤيد‎ + C = a(x - رو =( ند‎ 

إذا نكتب: 

6)(Un + 1(‏ - رلا)- = 6 + SU,‏ 2 رل 
بما أن 6 > رلا > 1 فان 0 < 1 + بل 
ومنه (1 + برلا) موجبة 
و6 > رلا أي 0 > 6 - ,لا أي 0 < (6 -,0)- 
ومنه (6 - پرلا)- موجبة 
ومنه 

5U, + 6 = -)-6()0,+1( > 0‏ + لا 
ومنه (بلا) منز ايدة تماما 


مواضيع شعبة العلوم التجريبية 
1 -1-3 - البرهان ان من أجل كل ١‏ ع : 
Un)‏ =6( > كنات 
SU, + 6‏ - 6 = ربولا - 6 
نضرب في المرافق نجد 
(FOC + Sn +©‏ -6) 
5U, + 6)‏ + 6( 


36 - (5U, + 6) 


0 
(6 + Un + 6( 


-5U, +30 وس‎ 


۱۳۳۳ 
(6 + 5۷0, + 6( 


__ Sn. 
(6 4/504 + 6( 


5(6 - Un) 


EU aT TA 
1+1 (6 + 5۷, + 6) 


6 > بیلا < 1 
2 > 6 + يلاول +6 > 7ع 6 


= يبجرلا -6 


< ولا - 6 


۳۳۲ ټس‎ 
6+ SU, +6 6 


نضرب لطرفین في (ملا - 5)6 نجد 


5(6-Un) دی‎ 
6+ g0 Un) 


6 - Un+1 > 26 7 ومنه:‎ 


7 3ب - البرهان أن من أجل كل ۸ عم 
Un > Vn‏ - 6 > 0 


للبرهان أن ,۷ > U,‏ 67 > سور 
بالترا 

نید ۷ الخاصية يه ۷ > ولا - 6 0 
من اجل 0 = ۸ لدینا 1= ولا و 5 > ,۷ 
و5 >1 6-2 5 0 ومته و۷ ک ولا 02 
اي (2)0 محققة من أجل 0 = م 

نفرض أن ()2 محققة من أجل كل ور 

أي ,۷ > Un‏ 00 | محققا» ونبرهن صیع 


خم + اي Vn+1‏ > ببولا-6 > 0 


E 6-1 >‏ 
نعوض () 5 = ,۷ نجد 


5 
nê 6-0 5 6‏ 
نضرب الأطراف في د نجد 


n 


6 6-5 وب 


n+1 

€( 5 > 6-۷۵ م 

مقرالجواب السابق لدينا (,. U‏ -6) 3 
وأيضتاً ور ۴ 5 


> وبرلا -ا 


> ۷+1 نعوض نجد 


علا > ولا 6/> 0 
lim, = lim, 0‏ 
0 ود 
باستعمال النهایات بال ١‏ * نجد آن 
0 ورلا - 6) lim‏ 


لسلسلة الفضية 
5. بکالوریا 2013 علوم تجريبية 
5 الموضوع الثاني - التمرین الثاني 
لشكل المقابل»(م6) هو التمثیل البياني للدالة ۶ 


وم 2 


لمعرّفة على المجال [0:1] بالعلاقة حك = (::)ثر ؛ 
(0) المستقيم ذو المعادلة ۆک 


5 KE © 1 


TT‏ لا 


موه 
eee‏ 

RT EDD TD OOO 
نت‎ hi ای ان ا و یار اد ات ات ل‎ 
000000 


1-(بب) المتتالية العددية المعرفة على ل بكذها 


ول : 
د = ويه ومن أجل کل عدد طبيعي «» 
Un+1 = f (u,)‏ 8 


1-- أعد رسم هذا الشكل في ورقة الإجابة» ثع مثل 
لحدود و14 11:4 ريد و وه على محور الفواصل دون 
حسابهاء مبرزا خطوط التمثيل. 
1-ب- ضع تخمينا حول اتجاه تغيّر المتتالية 
(,ه)وتقاربها. 
-أ- أثبت أن الدالة #متز ايدة تماما على المجال 
]1 ;0[ 
2ب برهن بالتراجع أته» من أجل كل عدد طبيعي:: 
١ . 0 >> un > 1‏ 
ج‌ادرس اتجاه تغير المتتالية (م). 
0-3 ) المتتالية العددية المعرّفة على ل كما يلي: 
١‏ دس 

51 3 يطلب 
3-أبر هن أنّ(,م) متتالية هندسيه أساسهات» يضلب 
حساب حدها الأول 170 
2 -ب-احسب نهایة( ,1). 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
| 

زد لحل 

1-|-تمثيل الحدود مل ۷,۰ ۰۷۰ على الشکل: 


0.9 8 07 06 05 04 ۵3 مه 91 
۱ ۱ 


1-ب-وضع تخمين حول اتجاه تغير المتتالية (Un)‏ 
وتقاربها: 

نلاحظ أن ولا > ولا > إلا > ولا 

أي تبدو (,,/]) متتالية متزايدة تماما وتتقارب نحو 
فاصلة نقطة تقاطع (,6) و(4) 


2ا - اثبات ان الدالة م متزايدة تماما علی[1 ,0] : 
الدالة ۶ اة للاشتقاق على [0,1] ودالتها المشتقه 


هي ۰ 
و2 - 2 +2 #(1)220 - (1 + )2 ۱ 
سس سردا = ()*] 
(x + 2 ) + 2‏ 
۵ ۲ 4 
A b>‏ 
ومنه الدالة م متزايدة تماما على [0,1] 
7ب - البرهان بالتراجع أن 1 يبرن > 0 
- نسمي ()2 الخاصية 1 > ,رلا > 0 
- من اجل 0 = ۸ لدینا 2 = ولا د1 > > 0 
ومنه 1 > ولا > 0 
اي (2)0 محققة من أجل 0 = 7 
- نفرض أن ()5 محققة من أجل کل عدد طبيعي 
n‏ أي 1 > ونا > 0 محققة» ونبرهن صحه 
P(n + 1(‏ 
أي 1 > نا > 0 :نحق 
لدینا من الفرضیه1 > ,رلا > 0 
و الدالة م متزايدة تماما على [0,1] يصبح 
f(Un) < f(1)‏ > (0) / 


ل _+بصصيت 


مواضيع شعبة العلوم التجريبية 
1 يديل 0 
ومنه الخاصية (1 + )۳ محققة 


۳ 21 02 سطقة من املع عدد (3) ده Ln‏ 
+ موی ۰۰ ۳۱ 
بر n‏ من )1( و )2( و(3) تسس آن: 0> i‏ 


2+ - دراسة اتجاه تغیر (,رلا): ۱ 


لدراسة اتجاه تغير (,رلا) ندرس |شارة الفرق 
Un+1 - Un‏ 


2U 
U ولاح کے ے‎ 


ومنه (.:) متزايدة تماما 
3-| - البرهان أن (,۷) متتالية هندسیه: 
تكون (,/۷) متتالية هندسية إذا كان 9 < م1 > ربب 


n ~1 Un+1 7 n U, +1‏ = 
Un 2U, - Un(Un + 1)‏ 
ا سسوم 
7 1+ 
kUn‏ لا لا ۱ 
شش = لا - وبا لاسام بر 2 
ا Un +1 U, + 1 TL‏ 
شرس إشارة الکسن: 2U,‏ 27 2 ۷+1 
نضع × = پرلا 1+ Uq 1 Uq‏ 
× + 2مر- 1< لا 
x +1‏ جلا 2‏ 
د اشارة البسطء 5-57 
ترس إساره الد واي نستخرج < کعامل مشترك نجد تسد د 2۳ 
0 ع x‏ ۰ 
و ومنه (,1) متتالية هندسية أساسها 2 = و 
ندرس إشارة المقام: 1- ج × د 0 ج 1 + بر ۰ 5-1 ۷0-1 
نضع جدول الإشارة: 4 سس 
ك 0 
۰ 2 
اتعبير عن م بدلالة برد مغ و < ور 
کد OT,‏ > يلا 
<< 
3 ۰ ۰ 2× 
من الجدول نلاحظ أن 0 < کے على [0,1] 
أي 0 < برلا - هیر ومنه (ببنه) متزايدة تماما مان 


(1+ )وا _ ولا + قل 


un +1‏ 1 ۳ بل 
من البرهان بالتراجع 

N e 1) 

1 > بل > 0 >2 (2- ۷ ۱ 
2 > 1+ بل > 1 ۳ نی 
ومنه ۷-1 ۴ Un‏ 
وق ۴ 
2 سدع 0 | ل( د چ نر زیر 


ولدينا أيضا من البرهان بالتراجع أن: 1 > » ومئه 


- المتتاليات من الألف إلى الياء 
Un ٣ 1۱‏ 3-ب۔ استنتج 9 ن المتتالية (Un)‏ متقاربة ثم 
1- 9 × 1= أحسب ر lim,‏ 
1 ات سب 
ومته كت .الحل 
1 0 6 1 5 سس ترس 
lim U, = lim (r 5‏ 1 تمثيل الحدود ول لا ۷:۰ ولا على 
ادن 1+ 6 من +۱ 0 + ب ۱۱ الشكل: 5 


و 71-4 


| 26. بکالوریا 2012 علوم تجريبية 
ب 5777 


الموضوع,الأول.- التمرین الأول 
نعتبر المتتالية (,رئة) المعرافة پحدها الأول 1 = وله 
ومن اجل كل عدد طبيعي:7 
n+ = 21 4+3‏ 
إللتكن م الدالة المعرفة على المجاك] اج -] 


00 . ۱ 2 : سس 
<= (خ) ذا ومنه 1= ,لا lim‏ , | 
کن 0 جر (2 5 


كمايلي: 

h(x) = 2x + 3‏ ا تسج 
و(ع) تمثيلها البياني و(4) المستقيم ذو المعادلة , 1ب - وضع تقمين حول اتا تير ما( 3 
١ [‏ | اللللههيللل]| ا( الإاحظانين > ين > ينا > ون 
2 مج ۲۷۳/999۳ 

ا ا اا و | | | )| | نقطة تفاط () و(۵) 
| لل اا | مسمس بر نای » 
| مر ات ملد أن 3 > يا > 0 
ات RF‏ كل موجن ۶و > 
| | | | ما | ار طلم | -من اجل 0 - ۸ لیر( ع يا و 6>1>3 
للا | | ]| امل | لاملا أإوة>.ون>ه0 
ال ال الم لا اي (2)0 محققة من أجل 0 عر" 
ا اع - نفرض أن () محققة من أجل كل عدد طبيعي 

× > لز في المستوي المنسوب الى معلم متعامد n‏ أي 3 > U,‏ > 0 محققةء ونبرهن/صلحة 
رمتجانس. (انظر الشكل المقابل). )1+ P(n‏ 


أي 3 < يعدي ا > 0 محققة: 
[-أ-اعد رسم الشكل المقابل على ورقة الإجابة ثم مثل | لدينا من الفرضية 
وم ود روج 3 > ولا > 0 


۹ نضیف 3 نجد 
ما كيلا > ضحا خ ط 2 ثم 


Aes ۳ 1‏ قح 
ضع تخمينا ل اتجاه تعد تقاربها. نجثر نجد 
1 حول اتجاه تغیّر(بت) وتدار 35 e<‏ 
ی اه من اد عدد طبيعي 7: 
لین اتجاه تغيّر المتتالية (,بلا) . ومنه: 


انب سس سس 


چب - استنتاج ان المسابي” رو لا) متقارية کر 


بما أن( (U,‏ متزايدة تماما ومحدودة من الاسر 
بالعدد 3 فإنها متقاربة نحو نهايتها 1 


| من أجل كل ع حساب: „im Un‏ 
5 - دراسة اد FETE‏ بما ان ا( متقاربة نحو نهایتها ]فان اقاي .. 
ران تجا تفر( ندرس ! ر 1 - lim, Un = „im 1 Û n+‏ 
- 4+1 1 
ا توب 18 = lim, (UT 3) =] Una - U,‏ = وی lim,‏ 
أي : [ = 3 + 421 ف 


رت ۳۳ لا - 3+ ,20 ,لا - دجهلا | نقوم بتربیع الطرفین نجد 


N ) 20, + 3 + U, )‏ 2 = 3 + 21 
ی ولا 3 بوكب 0 < 3+ 21 + 2]- 
Un)‏ + 3+ لملا + 3+ (2l,‏ نلاحظ أنها نفس المعادلة التي حللناها في الجواب 
2+3 + ولا ی نس اس عد الاح وريزلا السابق (3 + ,210 + و لا-) ومنه 
(2U, + 3# U.)‏ 3 < وا 
ندرس إشارة المقام: هذا الحل مقبول لأنّ 0 < با 
لدینا من الجواب السایق أن "2-1 را 
3 > لا > 0 هذا الحل مرفوض لأنّ 0 > وا 
Un > 3‏ > 0 ومنه 3 = لا "11 
نقوم بالجمع طرفا لطرف نجد 71-2-00 


2U, + 3 + U, > 6‏ > 0 
ومنه المقام موجب فالإشارة من إشارة البسط 7 
ندرس إشارة البسط: 

2U, + 3 =0‏ + تلا 

A= 4- 4)-1()3( = 6 


| .27. بكالوريا 2012 علوم تجريبية 


الموضوع الثاني - التمرين الأول 
(«ن)*المتتالية العددية المعرفة بحدها الاو ل ۳ 


7 7 ومن ال کل عدد طبيعي 71 
Un E, <3‏ 3 ح لاله + 3 = جيبلا 
4+ رل 1-برهن بالتراجم أنّ#/من أجل كل عدد طبيعي 7: 
حنم عو رد)3 
إن وجد للمعادلة حلان فنقوم بتحليلها بالقاعدة التي لوا وس 
تقول: سورلا 7 Un‏ — 
5۲7 دنا ؟. 


(ود - ۲ ax? + bx +c = a(x - x1)‏ 
تب: -استنتج أن ۱ (ti‏ ا تماما, 
3برّر لماذا (ربه) متقاربه. 
4( رم المتتالية المعرّفة على لا ب" 

In(uy, — 3)‏ = 
4-أ- برهن أنّ (,,) متتالية as‏ 
أحسب حدها الأول . 
4-ب- اكتب کلا من ,نه وپ بدلالة ۾ عثم أ 


ادا ذ 
+(“ «لا)- = 3 + 2U,‏ + 2,ل]1- 
بما آن 3 > «لا > 0 فان 4 > 1 + رلا > 1 > 0 
ومنه 0 < (1 + ,لا) موجبة 
سل «لا آي (1-)0 < (1-)(3 - )U,‏ 
0 < (3- ,لا)- ومنه (3 - برلا)- موجبة 
ومنه 
0 
<(3(),۲1 = بلا)- = 3 + U, 2 + 2U,‏ 
ومنه (,لا) متزايدة تماما - 
(Un 3)‏ > 30 35 ولا) (3 i=‏ ی | 
اكتب ,2 بدلالة 72 » ثم بین أن ے = , 


0 


1-البرهان بالتراجع من أجل ۸۷ ع 1 أن 
١‏ 4 > رلا > 3 
- نسمي ()2 الخاصية 4 > ,ل > 3 

۰ _- ۰ 13 
- من أجل 0 = ۸ لدینا > - ولا و4 > > 3 
ومنه 4 > ولا > 3 أي (2)0 محققة من أجل کل 
0 < 1 
- نفرض/أن_()7 محققة من أجل كل عدد طبيعي 
« أي 4 > هلای> 3 محفقة» ونبرهن صحة 


# + 1( 

اي 4 > بول > 3 محققة: 

لدینا من الفرضية > U,‏ > 3 
ننقص 3 ثم نجذر 


۷3 تس‎ <A Un - 3 > ۷4-3 نجد‎ 


نضیف 3 نجد 


3 + ۰/3573 > 3 + JU, - 3 > 3-۰4-53 
EU € 4 


ومنه الخاصية (1 + )2 محققة 
- إذن من أجل كل عدد طبيعي ۸ : 4 > ,لا > 
2-التبيين أنه من أجل ۸۷ ع ۰ أن : 


2 - ,7۷ + تلا 


٩۷, 3 + 0-3 


جل -3 حيرلا + 3= ,لا - وبیرلا 
3+ بت = لد < 


نضرب في المرافق نجد: 


(Un - 3+ (U, - 320) 
نستعمل المتطابقة الشهيرة‎ 
(a + b)(a - b) = a2 - 2م‎ 
U, = 32-لا)- قحسل‎ 
(Un =3+ (U, =3)) 

لهم 9 اس و ی 

6Un‏ 9 اد 

3- ,لا + 3 - يرلا له 
Un > Un” + Un 2‏ ددا 


3= رن + 3 يونا 


U 


n+1 


Un+1 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
استنتاج أن (,,0) متزايدة تماما 


لكي تكون(,,/]) متزايدة تماما يجب أن يكون 
Un+ı = Un >0‏ 
لدينا 


7U, - 2‏ + ,لا 


(Un - 3 + U, - 3‏ 
ندرس إشارة المقام: 
لدينا 4 > ا>3 
ننقص 3 ثم نجذر نجد 1 > 3- JU,‏ > 0 
موجب 
ولدينا 4 > U,‏ >3 
1 > 3 - ورلا > 0 
ومنه 3 - ,رلا موجب 
ومنه المقام موجب فالإشارة من إشارة البسط 
ندرس إشارة البسط: 
Un” + 7U, - 12 < 0‏ 
A= 49 - 4)-1()-12( < 1‏ 


= ل س جملا 


VA=1 
7-1 
Un, = 2 =4 
7+1 
2 < 3 - 0 
ان نجد للمعادلة حلان فنقوم بتحليلها بالقاعدة التي‎ 
تقولا‎ 
ax* + bx + ع‎ a(x - x1) (x) 


إذا نکتب۳ # 

4U - 3(‏ 4 م()- = 12 - 7U,‏ + کوب لاس 
بما أن 4 > ما فان (0)21 < (1-)(4 - (U,‏ 
ومنه 0 < (1 + ,,لا)- طوجية 
و > 3 أي 0 < 0,3 مهجية 
ومنه 
0 < 4 - بنا)(3 - ببلا)- 2U, + 8É‏ + یلاس 
ومنه (Un)‏ متزايدة تماما 
3-التبرير أن (,,/]) متتالية متقاربة: 
بما أن (ررنا) متزايدة تماما على ]1 ومحدودة من 
الأعلى بالعدد 4 فإنها متقاربة نحو نهايتها ] 
4-أ-البر هان أن (,/1) متتالية هندسية: 
تكون (۱) متتالية هندسية إذا كان 

0 2 4 = يا 
لدینا )3 - ,)۱3 = ۷ 
In(Un+1 -3(‏ = ربمم 


)3 ب لس ]ل + In(3‏ = يبمكا 


ی ا 


سس الم 


سس رطس اب لكن ,7 + . ا و 
2 - ول = (3 - U,‏ كد 1 متتابعة لمتتالية ۳ 
1 1 ف 5 
(3- 1 = 3(2 — ,رلا) 1 = يبا 1 2 =e‏ ,۲ 
1 0 
5 > عدولا ۳3 
2 
ومنه (n)‏ ستتالية یه أساسها = 111 
حساب 17 ومنه [1- (ج)[۸)«ا تم ,8 
1 13 
In Un - = )2- ) 5 6‏ = و۷ 
9اه (3- 7 o = In(Uo‏ البرهان أن = lim B2,‏ 
n(4)‏ = 2 
یو ے م 1 2ın4[()‏ 
4ب - کتابة 2 و ,0 بدلالة 7 : im, n P, = ,im 6 0 ١‏ 
كتابة ,۷ بدلالة 219 مع م[ < 1 فا“ _ 1 ۱ 
لدینا 7۲ 3 با يعالن 1ے و > 0> i,‏ 
11 
تمس 
pln? 1 51 1 5 1 3‏ — 204و = lim AP,‏ 
کتابه ےل بدلالة 71 : , مدير 
لدينا )3 — )امس سح 0 ب 
ندخل الدالة الاسية (م) رده على الق تود ۳ 42 
en = glm(Un-3)‏ > ومنه ST‏ لي 
en = Uq - 3‏ 
74 5 5 
e +3‏ = ,لا ۰ .۰ بكالوريا 2011 علوم تجريبية 


نعلم أن 31 ( x‏ (12)4- = ,ا نعوضها نجد 


E‏ ر 3 الموضوع الأول - التمرين الأول 
دب n(9x(2)‏ اد + )»0م u‏ (بت)المتتالية العددية المعرفة ب:1- = ونه ومن 
یر اجل كل یی 


3Un fF ۱ ۱ 5 1۳‏ < وجيبلا 
(+ )رو = لے | رم سییر لین كل د 


يما أن = mlê)‏ 0 
بما ان 1 > ¶ > 1- فين 0 = (2) سنا و 1= e‏ 1 
hts + 00‏ 


8ت ۰ 2 
ومنه |4 = „im, (Un)‏ في كل حالة من الحالات a‏ 


4ج - كتابة ,رم بدلالة م: التعليل " 
لدینا )3 - ,)10 = ۷ 1-المتتالية (يرن): 
ندخل الاسية على الطرفين نجد أ حسابدة ب: هندسية چ. لا 
(3-ونا)هاي = واي ۰ ۳ ا لاد 
عت ح en‏ ۷ 
ل خيلا "۳ 2نهاية المتتالية(,,,) هي: 
نفوم بتعويض "اع في مكان 3 - ,لا في عبارة ,م أ: مود ات 
تال ١ ٠‏ ك2 


(3 = بل .... (3 - ول (3 - (U, - 3)(U,‏ = بم 
(«ع) . ... (61۶)(:ع)(ع) = P,‏ 


۳ — ۷۷ 3 


السلسلة الفضية 
3نضم من أجل كل عدد طبيعي يب 
e312 +... +013 [‏ + 2113م ل 3 4 1 5 
git1_‏ 
| سس کوک 


1-11 
Sn = تسه‎ 


Sn 
1-3" 
ب وک‎ 


4 


2 
1 
ety 3‏ = وجلا 
ولدينا 1 + ,310 = ,0 نعوضها نجد 


2 
1 
ng FT رلاثر‎ + 1+2 


+ ولا ۷ 


3 
>+ بلاق = +۷۶ 
نخرج 3 كعامل مشترك نجد 
1 
Va+1 = 3 (Un +<)‏ 
31 = يجيا 
بما أن (n)‏ مكتوبة بالشكل 8 يرا = 01 فهي 
متتالية هندسية أساسها 3 = ي وحدها الأول 
1 1 


۳ 1 + 2 = 
2 2 7 


۰ 


+ ولا = Vo‏ 
ومنه 


سب < و۷ 


2 
الجواب الصحیح: هو الجواب (ب) اي (,۷) متتالية 
هندسیه 


2 الحالة 2 


1 

3 ولا = Va‏ 
ومنه 
1 

Un = ۸ 2 

والحد العام للمتتالية الهندسية (,/1): 


(”3) 2- = ,۷ بالتعویض نجد: 


1 1 
ام 69 اتح ىلا 
n 2 (3 ) 2‏ 
ومنه 
1 1 ۳ ۱ 
= (2- (30) 2-) و = ملا رام 


المتتالیات من الألف إلى الياء 


إذن 

مه- = U,‏ ۱ 
الجواب الصحيح: هو الجواب (ج) أي )-٥(‏ __ 
3-الحالة 3 ۱ 


| 3م دناد نا p31n3‏ 4 23م 4 3ن 4 3 نک 
نعلم أن “(ط)۸] = () ۵۱7 ومنه نجد 
[ ”ساق n‏ ای ۹ ۶ ای + ساح + = < پک 
ومن خواص اللوغاريتم أن *(ن) = )او يصبح 
1 
["3 + ...+ 33 + 3+38 +1] و = Sn‏ 
نقوم بالنشر .على ما داحل القانمتین تجد 
1 1 1 1 
(35) 2-... - (33) 2 - (32) 2 - (3) 2-2 
نلاحظ أن العبارة = (3۳)<- وهکذا؛ بالتعویضص 
نجد: 
Sn = Vo + ۷ + ۷ + ۷ +۰.۰ + ۷‏ 
وهي تمثل مجموع لحدود متتابعة کت هندسیه 
(۷) اساسها 3 = و وحدها الأول < وا ومنه 
لدینا علاقة المجموع هي 


۱1-1 

) 1-1 3( ما = يك مع p‏ < « 
٠ 14 5‏ 1 بت 31+1 1 
مت لب ) (2-) .5 
ومنه م 


7 321 س 
او برک 
الجواب الصحيح: هورالجواپ(ج) أي 


1-1 
4 


Sn 


75 


مواضيع شعبة العلوم التجريبية 


ل :29._بكلوريا 2011 علوم تجريية | 


[] الموضوع الثاني - التمرين الأول 
دد درفي مو جنب تماما ويختلف عن 1, 
(,,۱) متتالوة عددرة معرفة على ۷ = نا من 
أجل كل عذذ طبيعي ور: 

1 ۳ ,۱۵ 2 رورا 

(,,ا) متتالية عددية معر فة من اجل كل عدد طبیعی 
ل 7 ۳ Vy = Uy‏ 
[ ین بان (,رن) متتالية هندسية اساسها ». 
[ نب- اکت بدلالة ور وى ؛ عبارة ,رن ثم استنتج 
بذلالة :: و ی كثارة ررنا. 
1 سج- عين قي#العدد الحقيقي 4 التي تكون من اجلها 
المتتالية (,):) متقاربة 
2- نضع < . 
-أحسنبا بدلالة ور ۰ المجمو ینک وم7 حيث: 
fe ۰۰۰ + Vr‏ ۳9 مه 70 = رق 
و رهط ۰۰۰-۲ ۲ زلا Uo F‏ = 1 


بير الحل 7 


1- مهن أن رر سای هسیر 


۰ 


تكون (,۷) متتالية هندسية إذا كان ۾ × با = 
لدینا وس ولا < ,۷ 


1 اجرلا < ربولا 


aU, + 1 4‏ = دج 


6 - 1 
6-1 + 1 
Va+1 = al, + بس‎ 


نقوم بإخراج 4 كعامل مشترك نجد 


1 
Vn+1 = 0 07 0ك‎ 


Var1 = Vn ع‎ © 


ومنه (,/1) متتالية هندسية أساسها » = 4 


حساب ۷: حلي + ولا = ,۷ 

Ora‏ وا 
1-ب - كتابة ,۷ بدلالة 7 و ي اخ 
لدينا: 7 "0 كا رلا = امع م > n‏ 


Vo xq"‏ > پا 


۰ Vn+1 


سح اق 


استنتاج ,لا بدلالة ۱ و : 


1 
لدینا جح ل Ug‏ = ,۷ 


)۲-<-1 


1 
مس ب م2۷ ,لا 


01*1 


ومنه 


1-ج - تعیین قيمة العدد الحقيقي » حتى تکوس 


المتتالية (,,/]) متقاربة: 
تکون (,لا) متقاربة إذا کان:] یوج 
nato 5‏ 


1 1 ۳ 
س1 5 
(a) -‏ جک 


5 5 0 1 ۳ 5 
وحتى تعطينا ,رلا لين" عدد حديبي | يجب أن تكرن 
„lim )6(" = 0‏ أي يجب أن يكون 0 < + < ] 
لان » حقيقي موجب ومنه قيمة العدد ‏ حتى تكرن 
(,لا) متقاربة هي: 
2- حساب بدلالة 7 المجموع ,رک وے1: 
حساب بدلالة :7 المجموع ,,5: 
لدينا يرلا ع١‏ + ۷+۷ = Sn‏ ا 
تقول برک يمثل مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندسية 
ومنه: 


حساب بدلالة 2 المجموع ٣,‏ ۱ 
i‏ پاب..جین جوم ۳ 
ولدینا من جواب سابق ل - ,ا > رل ۱ 
55-7 ا 3 تعوید 
9 ۷۵ ولا وهكذاء مع < = ب بالتعوی | 
نجد: 
1 = 
1 ++ ساي r+‏ 
2 
5 2 ماج 2 د ۷ و2 - ولا 
نلاحظ أن العدد 2- تکرر 1 + ”= 0+1 - 
مرة (عدد حدود المتتالية) ونكتب: 7 
لمكا + + (n + 1()-2( + [Vo + V‏ =1 


سسا التتاليات من الألف إلى الى 


و نلاحظ أن 4 ...مك ۷ + [Vo‏ تمثل یک الذي 
یناه سابقا تصبح 
10 +202 ح Tı = Sn‏ 


1 3 
ومنه (1 + )2 - 1 ج- )|16 1 


30. بکالوریا 2010 علوم تجريبية 


8 الموضوع الثاني - التمرین الأول 
في المستوکق المئسوب الى معلم متعامد ومتجانس 
مثلنا المستقیم(۸) وب() معادلتیهما على الترتیب: 
دا و +227 ۷ 
[ اکن المتتالية (بربم) المعرقة على مجموعة الاعداد 
ی RN‏ ولا وگ أجل كل عدد طبيعي بر 


5 2 حي ب را 


2 


1-- انقل الشکل ثم مثل على محور 


التالیة: یه »ييه ولة »وه ويية؛ دون حسابها مبرزا 


الفواصل الحدود 


خطوط الرسم, 
1-ب- عيّن احداثيتي نقطة تقاطع المستقيمين(4) 
د(0) 


1ج أعط تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية(,,لة) . 
2- باستعمال الاستدلال بالتراجم» اثبت انه من أجل 
كل عدد طبيعي ۸ = 2 لا . 
2-ب- استنتج اتجاه تغير المتتالية(,ں). 
3-نعتبر المتتالية (,ربة) المعرّقة من أجل كل عدد 
طبيعي n‏ بالعلاقة: 2 - ,ريه = 3 
3-- بين أنّ المتتالية (رن) متتالية هندسية يطلب 
تحديد اساسها وحدّها الأول. 
3حب- أكتب بدلالة ور عبارة الحد العام ,,نة» واستنتج 
عبادة يرنه بدلالة ‏ . 
3ج أحسب بدلالة بر المجموع,رى حيث: 

مب Sn = Vo + VF... Fn‏ 
نتج المجموع پاک حيث: 


Uo + Ut... ۸‏ = که 


کتر الحل 


1-1 - تمثيل الحدود U,“ Uo‏ 75 3 17 0 0 علی 
الشکل: 


1-ب - تعیین إحداثيي نقطة تقاطع (8) و(۵): 


نقوم بالمساواة بين معادلتي المستقیمان (۵) و(ه) 


لایجاد فاصلة نقطة التقاطع 
13 
ا ج 
ر 1_ 1 
X= 3‏ 2 
G-1) 4‏ 
۰ ب a X=‏ > 
3 
' 1_ 
كيت 
8 * 
2 
2 
2 


نعوض 2 = × في معادلة (4) و(4) لایجاد ترتیبه 
ومنه احدائيات نقطة تقاطع (d)‏ و(A)‏ هي 


2 2 
45.5) 


1-ج - وضع تخمين حول اتجاه تغير المتتالية (,,0ا) 
وتقاربها: 

نلاحظ أن هلا < ولا < ولا < ولا < ولا 

ومنه يبدو أن (,ا) متتالية متناقصة وتتقارب نحو 
قاصلة نقطة تقاطع (8) و(۵) 


موب شمه الوم التجروبية 
ر ول یت 
طبيعي ۸: 
وي الخاصية: < < Un‏ 

ع وو ی 2 < 6 

ومنه > > ولا 

- أي (0) ۶ محققة من اجل 0 < 7 

- نفرض أن ()7 محققة من أجل كل عدد طبيعي 
9 آي < < لا محققة» ونبرهن صحة (1 + ۲)۸ 
اي < بيرلا محققة: 


Un 2 و7‎ 


لدينا من الفرية 2 < ,لا 
تضرب اطرگینفي() ثم نضيف لهما () نجد 


() +(0 5 (ج) +۰( 
۵ 3۸21 ()+» 6 
3 بيرلا 
ومنه الخاصية (1 + )م محققة 
- إذن من أجل كل عدد طبيعي ۸ : 2یا 
2-ب - استنتاج اتجاه تغير المتتالية (,/])؛٠‏ 
ندرس إشارة الفرق Un+1 - Un‏ 1 


لدینا 0 و لا > هلا - Un+ı‏ 


1 
Un+ı - Un = محري پا‎ 


ولدينا من نتائج السؤال (1-2-) 
2 


3 < يبلا 

1 1 

gh > 
1 iS 35 1 
ا وت‎ E 
Un+1 7 Un < 0 


ومنه المتتالية (بربه) متناقصة تماما 


الس 
3 - البرهان أن ,۳( متتالية هند رس ۱ 
تكون (,۷) متتالية هندسية إذا كان و هر مس 


لدينا 
3 ولا = / 
2 
Un+1 - 3‏ < ۷+1 
2 1 1 1 
5 7 22۳*۳5 وبا ۱ 
1 1 
3 - ولاج Vn+1‏ 
2 1 
Vn+1 5 (n 3‏ 
X3‏ وا = 1+« 


مه( مثتالية ندسية أساسها + - ۾ 
حساب و۷: (مع م < ۸ ) 
2 


2 
6-7 << - ولا < وا 
ک ر 
3" 
3-ب - كتابة ,,۷ بدلالة و : 
لدینا 7 "4 x‏ ۷ = لامع م <۱ 
V, = Vo Xx qT‏ 
ومته 
استئتاج ,لا بدلالة »1 
ینا ار لض ا 
دنه + وچ 


2 ' 16 
2 + از 


لدینا ۷ 4 ۰ 2 e‏ 
5 یمثل مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندسية د 


1 
Sn = Vo E 
1+1 ۹ 1۱۳ _ِ 
[ها رهم _ :- 2 و‎ 
٩ 4-1 2 


تاج بدلله :1 المجموجس 
لدينا Un‏ + ا ی 
ای أبلات يريس 
وای ۳ شر و 
(عدد حدود متتالية) ونکتب: 


2 
دياو‎ (n+ چ)‎ ) + o + +--+] 


ونلاخظ أن يلا +۰۰۰ + ۷ + و/ا] تمثل ,رک الذي 
حسبناه ميا تصبح 


Sn +2 TE‏ = "يدا 


إذن 


72 E O ess 


۰ بكالوريا 2009 علوم اتجریبد 


3 الموضوع الأول - التمرين الأول 
(n)‏ متتالية معرفة على]3 كما يلي: 4 
un‏ - وبولاد = Un+z‏ و2 = 13U‏ = ولا 
لمتتالية(:) معرفة على ۷ كما يلي: 
Un+1 7 Un‏ = يرقا 
1-احسب و17 ور . 
2-برهن أن (بت) متتالية هندسية يطلب تعيين 
أساسها. 
13 احسب بدلالة 7۱ المجموع Sê‏ 
ولا ...ولا + ولا = Sn‏ 
3-ب- برهن انه من اجل کل عدد طبيعي 7: 


دم( 


لذ 


بعر الحل 
1-حساب و۷ و ۷: 
حساب و۷ 
لدینا ولا - يبورلا = ما 1 
2-1 = ولا - لا ع ولا - يبولا = و 
وه 1= Vo‏ 


المتتالیات من الألف إلى الیاء 


2 - ولا < ۷ 
حساب ولا 


لدنا 1 4 1 4 
00ج - ولاج = ولاچ ¬ بولا = Uo+2‏ 


1 
5)0 - (2) = ينا 


2- البرهان أن (,۷) متتالية هندسية: 
تكون (,۷) متتالية هندسية إذا كان ۾ × ,۷ 
ولا - يبجرلا = ا 
Un+ı‏ - يبورلا = وبم۷ 


> بمب 


Vn+1 = 3 Un+1 5 3n - Un+1 
1 1 
۷+ = 3 Un+ı - ولاج‎ 


ف م ج = كعامل شترك نجد 


1 
Vn+1 = 3 (Un+ı 5 Uq)‏ 
ومنه 3 = Vara‏ 
IE #‏ 1 
حساب و ۲۷: 
2-1 < ولاج .بولا = Vo‏ 
التعبیر عن ,7 بدلالة 11 : 
مع م < « 
لدینا: 
aU xg?‏ 
J, = > ۴‏ 
3 


۰-3 


ومنه 
1 3 
8-]0-: 
. 1 = 
-ابرهن آن 1 +[ (ع) -1] (2) = 
لدينا ” Un‏ 2 اجرلا 5 ۷ 
+ ولا ج U,‏ = 10 
U,‏ و ولا = 7 
Un-1‏ مر ولا ,جوم 
نقوم بالجمع طرف لطرف مودایا,ففجصل على 
المجموع 5 أي 


n 2 ۷0۵٩۷ ۰+ ودلا‎ 


= ولا - ولا + ولا لا‎ + ٠.١ + Up - Un-1 


نلاحظ | ن الحدود تختزل مع بعضها رلا مع" لهاو 


2ا مع ولا- وهكذا ؛:فيتيقى لنا الحدان الأول وم 
الأخير فقط: ,لا +ولا- ,$ 

ولا + رك = Û,‏ 
بتعویض ,رک و ولا بقیمتیهما نجد" 


| 0 
3ج - تبيان أن (Un)‏ متقاربة: 


lim, Un‏ رت عد حتفي 


- أ[‎ = ۴۳۳ 1 
py |( 5) û) ]:-( 3 0 
n 
ولكن 0 - (-) 153[ ومنه‎ 


ص +م ۱ 


أ :أ فاه 0 
م أن > بل (1) متقارية نحو 5 


lim Un 
nato 


7 الموضوع ع الثاني - 1 رین الا 
02 متتالية هندسية متزايدة تماما حدها رل 
واساسها ۾ حیث: 

32 = ونا ۳ 21۸ + ولا 

6 = و X‏ 1 كا ۳ 
1-- احسب ربا و الاساس لهذه المتتالية 
الحد الاو ل,1. 
1-ب- اکتب عبارة الحد العام ,ر بدلالة پر 
1ج احسب وک حیت: پرلا(- , ۰۰ + ولا 
بدلالة :7 ثم عين العدد الطبيعي ۸ بحیث يكون 

Sn = 728 

2-(رتا) متتالية عددية معرفة من اجل كل .عند 
طبيعي غير معدوم «کما يلي: 


3 
2= ۷ و Un‏ + لا = 


Vn+1 

2ا احسب V2‏ 17143 

2-ب- نضع من أجل كل عدد طبيعي :: غير معور 
02 9 _ 5 
n 5" 3‏ 

بين أنّ (,۷) متتالية هندسية أساسهاءً 

سجه اكتب Wn‏ بدلالة ‏ ثم استنتج Vn‏ بدلالة ور 

4 هر الحل 


1 م حساب Uz‏ 


لدينا 6 ,ولا x‏ يلا x‏ ولا 
بما أن (برنا) متاليةهندسية فلدينا الوسط الهنسي 


ثلاثة مدرد یی( دولا = ولا × ولا 
منه _ 216 __ 0 
2 
ومنه 216 ع درن 
نضع الجذر الثلاه ثي للطرفین نجد 
3 
6 = ترا 
6 = ولا 
حساب الأساس 0 
لدينا 


لمعلوم هو 6 = رل فتكتب لح 

ولا بدلالة الحد رلا وذلك باستخدام عبارة الحد 
"=P‏ 4 ولا = Un‏ 

2 7 e 


4 ولا = يلا ۹ 


2 = ولا + ولا2 + U,‏ 
6 
لل بسانت 


692- 20q + 6 = 0 
3q -10q +3 = 0 
A= 100 - 4(3)(3) =.64 
VA= 8 من‎ 

10 + 8 


دا 
م 


6 
10-81 _ 
8 به 
الحل رو مرفوض لانه أقل من ۷1وحن نعلم أن 
المتتالية متزايدة أي يجب ان يكون 6/591 
مه الأساس هو 


استنتاج الحد الأول ل 
6 


1 2 


5 ۲۳9۳۹ 
یا 5 - د = ينا 
ر 
1-ب - كتابة عبارة الحد العام ,2 بدلالة ۸ : 
لدينا: ۴ كا ولا = ,رلا مع n > p‏ 
ومنه 31-1 U, = 2 x‏ 


U, = 2 x 3713" 


2 
U = × )3(7 


1ج - حساب بدلالة 12 المجموع ,,5: 


لدینا Un‏ +۰۰ + ولا + رلا = و5 5 ۲ 
وك يمثل مجموع حدود منتابعة لمتتالية هندسية ومنه: 


ی Sp = U,‏ مع و < 1 
1 1+1-:71 
: سس = 5 
8922-1 سوت 
1- ")3( (1) :۲ (2) = ,5 


و 1- *(3) < ,رک 
1 
8 = 1- (3) = ,5 
1+ 728 = ")3( 
9 = ")3( 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
In 3" = In 729‏ 
nln 3 = In 729‏ 
In 729‏ 


In 3 
In 3° 


5 ln 3 
1= 6 

ط2: نقوم بقسمة العدد 729 على 3 كما يلي 
22013 


n= 


n 


£ 1 
يصبح لدينا 36 = 729 ومنه 36 = "(3) 
بقاعدة تساوي الاسس نجد 


2 - حساب ۷ و ۷ 


لدينا ولا + 21 = وجول 
حساب ۷3 5 
1لا + ۷ = ۷ 
3 
۲ 27 < < و۷ 
َك 
حساب 2 
3 
27 ولا + 21/2 = V3‏ 
3 
شم 7 
2 ۲ 


2ب - البرهان أن (,۲۷) متتالية,هندسية: 


تکون (,۷۷) متتالية هندسیه اذا كان 
6 = وبم۷۷ 


5 
السلسلة ررن, 


مواضيع شعبة | ال 1 
مواصيع شعية العلوم التجرييية برهن بالتراجع أنه من اجل كل عدد طبیمی 
1 الب 


85 


i, = 1 + 


3 لاا 2 "31 
۳ " 1 )5( 
2 55-8 ۱ 3ب عين الذهاية: My, ٠,‏ 
ومنه (,,11) متتالية هندسية اساسها < = 4 مويو سو وو وي 
حساب ,۷۷ : کر الحل 
_J 2_2 2‏ سیسات 
Wı U 3733‏ 1-أ-البر هان ان الداله/متزایدة تماما 3 المجال : 
1 12| 
سج کا ۴ وه هي 
2 لتعبیر عن ,۷ بدلالة :+ : (2 + )(1-) - (4 ۴ )1 
لدینا* ۲ حي (=x + (۶ ۷۷ -< ۷ xX‏ = 69 
مع ‏ < 1۱ ار راب ی تا 
(x +482 W, = WX 71-1‏ 
11-1 1 1 6 5= 1 
(وا وحم دده تهب < ( ۶ 
(=x+4)2 7 7‏ 
۳۹ تزايدة تماما 
3 بيد متزايد على [1,2] 5 ۱ 
2 فا > 1-ب - البرهان أن (<)ير تنتمي إلى ؛  :‏ - 
U 3‏ لدينا 2 > × > 1 وبما أن الدالة م متزايدة تماما" 
2+ ۷ تيا ی( على 1 فان 
لمكت ا f(1) = f(x) > f(2)‏ 
f(x) > 2 ۰‏ > 1 


۰ 


مخ«[1,2] € () f‏ 
2--البر هان, بالتراجع أن 
[1,2] ۷0,6 اي 2 > ,ل > 1 

- نسمي (۸) 8بالخاظيية 2 > ,رلا > 1 
- من اجل 0 = لین 3 ح ولا و2 > 3 
ومنه 2 > ولا > 1 أي (0)"محققة من اجل0 
- نفرض أن (۸) م محققة/من أجل کل عدد طبيعي 

7 اي 2 > ,لا > 1 محققة؛ ژنبر هن صحة 

(1 +261 أي 2 > وبیرلا > 1[ قةر 

لدينا من الفرضية 2 > ,,لا > 1 ١‏ 

لكن الدالة المرفقة بم مستمرة ومتزايدة تمأما على 


.33. بكالوريا 2008 علوم تجريبية 


الموضوع الأول - التمرين الثالث 
1- نعتبر الدالة ۴ المعرفة على المجال [1,2 1 
مت 2+2 
بالعبارة: f(x) - TT‏ 
1-- بيّن أنّ الدالة م متزايدة تماما على . 
1-ب- بين أنه من اجل كل عدد حقيقي ‏ من المجال 
۰ ()م ينتمي الى 1. 
2-(11) هي المتتالية العددية المعرفة على N‏ 


كما يلي: 1 [1,2] یصبح 2 > U,‏ ک 1 
> = ولاق f (Un)‏ = وجلا f(2)‏ > (رنا) ر/ > f(1)‏ 
: 50 2> < 
2-- مق لزني الدمن لحك كل عند ۵ | وی انسیا رو ا" 
ينتمي ١‏ 1. 8 - إذن < , 
سب ادرس اتجاه تغير المتتالية (رب) ب ثم استنتح ‏ | ت 2 ك ہلا ک 1 من اجل كل عدد طبيعي ۲ 
أنها متقاربة. 


2ب - - دراسة اتجاه تغير (,,لا): 
۳ اتجاه تغير (Un)‏ ندرس إشارة الفرق 
- پیز على المجال [0.1] 

لدينا 


7+1 


4 + ,لا n‏ 
ندرس/إشارة الكسر: 
نضع × رل 
3x +2‏ - 
4+ - 
ندرس إشارة البسطم 
0 = 34122 - 
1= )4(1)(2 ۸۵-0 


3+1 _ 


بريه لسر 4 ع x‏ جه 0 ع 4 و 
جدول الإشا 


0 


سم م 


هت کل سس 


ے 3+2-*2 


من الجدول نلاحظ أن 0 > على [2ر1] 
اي 0 > وا - ولا ومنه (,ا) متناقصة تماما 
استنتاج أن (ب,0) متقاربة: 
بما ان ( ) متناقصه تماما ومحدودة من الاسفل 
بالعدد 1 فهي متقاربه نحو نهایتها | 


1-3 - البرهان بالتراجع أن مج +21 U,‏ 
نسمي (7)0 الخاصية سپ +21 U,‏ 
2 000 

سکس + 1 = ولا 
(Ê) +‏ 


أي (7)0 محققة من أجل 0 = 7 
نفرض أن (۸) ٣‏ محققة من أجل كل عدد طبيعي 7 
سه +1 - ول محققة» 


حا 
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ونبرهن صحه (1 + ٥)۸‏ 

اي چچ + 1 
+ (ج) 


= وبرلا محففه: 


لدينا 
U, +2‏ 
4 + لا 
ولدينا من الفرضية 
"O‏ 


= وبرلا 


= ولا نعوضها نجد 


هذا يكافئ 


Un > 


ومنه: 


مواضيع شعبة العلوم التجريبية 


1 
5-5 + 1 < جملا 


1+ )2( 
ومنه الخاصية (1 + )۸ محققة 


1 
إنن: من أجل کل عدد بيعي "ور و 


2 


Un ع‎ 1+ 


3-ب - حساب: ,رلا lim‏ 
و + +11 


1 7 5 
۳ 8 0 اج با 


دک + )وا ر 


[8 الموضوع الثاني - التمرين الثاني 
(ررية) متتالية عددية معرفة کمایلی: 
= ما ومن أجل كل عدد طبيعي/: 


2 
"4 Un+1 = Şn + 2 


ومتجانس(5,7 :0) »المستقیم (4) الذى معادلته × = م 

ن يي 0-1 
والمنحني(4) الممثل للدالة م المعرفة على ب: 
=x +2‏ و۶6 
1-ب- باستعمال الرسم السابق» مثل على حامل 
الفواصل وبدون حساب الحدود: ج 

U43 U3, 142 , ۸0۵‏ 
1سج. ضع تخمینا حول اتجاه تغیر المتتالیث(,) 
E‏ 
1-2- برهن بالتراجع انه من اجل کل عدد : 
: طبيعي ۱ : 
2-ب. تحفق ان (ہں) متزايدة. 
2ج هل (,ره) متقاربة؟ بزر اجابتك. 
بيعي ۰1 6 - ل = ر 
أساسها وحدها الاول. 
3-ب-اكتب عبارة ,ريه بدلالة 2 ثم استئت 1 
م سح يريا 1120 . 


lim 
1 + مه‎ 


سلا از 
کج الحل 
1 - رسم المستقیم (۵) و (4) منحنی لد 
1۔ب- تمثيل الحدود ولا “ل 2ل ۰ ول , ا 


على الشكل 
ااا ا 2 


اسر ال e‏ سس یسح 
1-ج - وضع تخمین حول تغير اتجاه المتتالية (, 
وتقاربها: 

نلاحظ أن پلا > ولا > ولا > ولا > ونا 
ومنه تبدو (,لا) متتالية متزايدة وتتقارب نحو فاصلة 
نقطة تقاطع (4) و(۵) 


2- البرهان بالتراجع من أجل ۸۷ ع ۰ آن: 


U, > 6 


- نسمي () الخاصية 6 > ,نا 
- من اج0 < و کین 2 ع ونا و 6 > 5 

۰ 6 
دمن 6 > ولا آي (2)0 محققة من أجل 0 7 
- تفرض أن ()۴ مققة‌امن,اجل کل عدد طبيعي 
7 ي 6 > ول محققة, 

ونبرهن صحة 

Un+ı 5 6 آي‎ P(n +1) n 


لدينا من الفرضية ‏ 6 > ہن 
"سرب الطرفين في 2 ثم تضیف لهما 2ذ 
2 
u, + 2 > 2‏ 


السلسلة الفضية 


دي -التحقق أن المتتالية (,0) متزايدة: 
زتحقق أن إشارة الفرق 0 < يرلا - وبوولا 
6 ولا 2 لا د ولاح يبون 


3 
1 
(Un +6)‏ د = Un‏ - وبیرلا 
ن في (1-) نجد 0 2 6 + -l,‏ 


3 


ومنه ۱ ات 
ومنه المتتالیه (رلا) متزايدة 


و ا م 


رج معرقةتإن كانت (,,(0) متقاربة: 

ما أن (,(0) متزايّدة ومحدودة من الأعلى بالعدد 6 
فهي متقاربة نحو نهایقها.] 

.| البرهان أن (,7) كتتالية.هندسية: 


تكون (,17) متتالية هندسیه إ4 كان × ,لا = 1+م 7V‏ 


۷ = رلا‎ - 6 
Vn+1 = n+1 ¬ 6 


2 2 
4 - لاد = 2-6 + ولاج = mf‏ 


2 
ندرج 2 كعامل مشترك (6 - )= دبه گم 


2 ۲ 


مواضيع شع 


مه موده ف MN‏ 


ومنه (,1) متتالية ندسية آساسها 2 = ۾ 


حساب م۷: 
6 سب < > ولا = Vo‏ 
7 9 
252 
3-ب- استنتاج ,۷ بدلالة و : 
لدينا: ۲۳ كا رلا = ,۷ مع م > n‏ 
Vo xq"‏ = 


استنتاج:,,۷ ۱1۳1 
11-0 


لدینا 6- ولا با ومنه 6 + VU,‏ < لا 


U 5 2+6 
9 8 ۵ 


| هن سا مه 

6+ (ج)ج) مل = باب 

5 2 < 21 5 
لکن 0 > < >1 - لان 0 = 6 lim‏ 


و 


11-4 


ه 


رياضي 


١ 

شهار 
1-ب-بيان أن المتتالية_(,,::) متزايدة تی 
حتى تكون المتتالية (,ب) متزايدة تما“ تماما یج سم 
Un+1 - U, > 0‏ 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
35 بکالوریا 2021 تقني رياضي 
5 الموضوع الأول-التمرين الأول 


7 
un = gn ۳1 لا‎ 


Un+1 


۱ تتالية العددية ( م (u‏ معرفة بحدها الأول ما حيث 2 

3 > ولا ومن اجل كل عدد طبيعي ۸“ ب 

٠ n+ =u +1‏ 0 منه 1- 2 
۱ كل عدد طبيعي ۸ أن > يبلا 9 

1)- برهن بالتراجع من أي 0 e e‏ 


ارين أن المتتالية (Un)‏ متزايدة تماما نم ثم استنتج 
انها متقاؤبة. 
2( المتتالّيّة'العددية (,ربه) معرفة على ل ب: 


3 1 
= — رلا< حت ,17 


وبالتالي 0 < يرلا - .جيبلا 
ومنه (un)‏ متتالية متزايدة تماما 


استنتاج أن المتتالية (»ا) متقاربة: 
بما أن المتتالية (») متزايدة تماما ومحدودة من 


3 2 

5 7 | م أ ١‏ . 3 اشنا 7 ۳ احسب د ۳ 

أ- بين أن المتتالية [بن) هندسية اساسها م ثم الاعلى ب ر (2 > ببلا) فهي متقاربة نحو نهايتها| 
حدها الأول. > ۱ 


ب- اكتب عبارة الحد العام, ,9 بدلالة 7 . 
ج- استنتج انه من أجل كل عدذدوطبيعي 7 ؛ 
Un = °) ۳‏ ثم احسب ا lim‏ 


2-أ-البرهان أن (برنه) متتالية هندسية اساسها . 


HO ۱ 9 2‏ لدينا د ں ح يرن 
3 اجب بدلإلة E‏ سجن 36 5 2 3 70 
۱ ج + ر + وداگ ‏ بر ۳ حتی تکون المتتالية (,رنة) هندسية يجب أن تحقق : 
Vn+1 < Un 3 q 0 1 3"‏ 
3 1 
5 2۳ 3 ۷+۲ 
کم الحل 0 3 3 
ر <-( U 3F‏ = 
1--البرهان بالتراجع أن : < > س 2 3\9 
م - 27n‏ = 


نسمي (:) ۳ هاته الخاصية : < > يرلا 
نتأکد من أجل 0 ۶2:7 > 3= ولا 
أي (2)0 محققة : 

نفرض صحة الخاصية (00) ۶ : 2 > ,رلا 
ونبرهن صحة (1 + )2 أي < > 05 
یږ ی 

نصتزاي فى ۾ نجد > Tun‏ 

تشر 1 فة ا uy‏ 


.یت 8 سر 3 ۱ 
نعلم أن 2 Vn SS‏ إذن + 3n = Up‏ 
ومنه < + م39 حبرلا 

7 9۱ 7 
اي خن 5 + 2(3 = 1ج 
ومثه Sh‏ > و بیرق 


اذن المتتالية (wn)‏ هندسية 2 اسانتهاد دید و وحدها 


4 2 > اجويلا 
أي 9 + جم معقة من اج کل و 
اذن من أجل كل عدد طبيعي و فان 2 > 


33 
2 


3.حساب المجموج رک 
1 1 
لا پا +° + Sn = K1‏ 
1 


Un) + 6‏ + ۰.۰+ وت + (vg‏ 
مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندسية 
n+1 _‏ 


q 1 


۰ 


3 
20 1( 


مواقي شعبة تقني رياضي 


۰.بکالوریا 1 تقني رياضي 


أجل كل عدد طبيعم ۱ 
4 > ,رن > 3 . iı‏ 


2 أ ادرس اتجاه تغير المتتالية (Un)‏ 5 
تیا استنتج أنها متقاربة. 
3 المتتالية العددية (,ن) معرفة على ل ب: 

In(un - 3)‏ = با 
أ- بين ان المتتالية (ون) هندسية أساسها 2 يطلب 
حساب حدها الأول. 
ب- اكتب پس بدلالة « ثم استنتج انه من اجل كل 
277141 


(5-جل) 5 (3- رن)(3 = م ع يه 


باحشّب ,رم بدلالة 71 . 
س — 


, كعر الحل 
1--التحقق,آن 3 + 3(2 - ,رلة) = 1 من أجل 
كل عد طبيعي :1 
لدينا: 


Un+1 = UF $ 6۷, + 2‏ 
Gu, + 3‏ — 9+ وه کر3 3 — n+ = (U,‏ 
2 + 1ا6 - ها 
زف 3+3 = 2ے 
نسمي ()م هاته الخاصية : 4 > يرلا >/3 
نتحقق من صحة الخاصية من أجل 0 = 7 
4 > ولا > 3 
4< + 3 3:6 
ومنه ()5 محققة من أجل 0 = :7 
نفرض أن الخاصية (7)2/ صحيحة حيث 
4 > ,ريه > 3 ونبرهن (1 + )5 أي 
4 > ربولا > 3 
لدینا من الفرضية 4 > ا > 3 
نضیف 3- نجد : 1 > 3 - يله > 0 


سر سا مه س ا ا سس 
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بادخال التربيع نجد : 1 > 3(2 - ,) > 0 
تضیف 3 فنجد : 4 > 3 + 3(2 - بلا) > 3 ےے 
١ |‏ 4 فا 01 


(tn) 2أ-دراسة اتجاه تغير المتتالية‎ 
Un+1 - Un = (Uy, — 3)2 + 3 uy 0 
=) 2 3(۶ = (u, — 3) 
- (Un 7 3) (Un > 3 ص‎ 1) 
= (un ¬ 3)(un — 4) 
Un < 4 ‘u ¬ 3 < 0 ره ومنه‎ 3 


وبالتالي 6 * بريه - ہن أي المتتالية (ہں) 
متناقصة تمامام 


2-ب-استنتاج أن (هبیه) متقاربة : 
بما أن المتتالية (,,:ة) متناقصة تماما ومحدودة من 
الاسفل ب 3 (3 < ,,ه) “فهي متقاربة نحو نهايتها ] 


حيث 3 < ] 


حتى تكون (vn)‏ هندسية يجب : 
Un+1 = Up X 4 = Un X2‏ يوم 
Vn+1 = In(un+1 > 3)‏ 
ln((uy, — 3)2 + 3 - 3(‏ - 
Inu — 3)2‏ = 
2ln(u, — 3) = 2‏ = 
لان (In(a)” = bIn(a))‏ 
ومته 2 = Vn+1‏ 
اذن المتتالية (,,ن) هندسية اساسها 2 = ۾ وحدها 
الاول وبا حیت: 
(3 - 672 + ۱3 = )3 — و10 = vo‏ 


2 = 2 36[ - 
3-ب-كتابة (,رس) بدلالة م واستنتاج أن: 
ی 33 سا ود 
1 = "2 × 2- = 77 < ونه = vo,‏ 
01 = 


استنتاج أن : **"2-م + 3 = u‏ 
لدينا )3 Inu‏ = بن 
۴ع =3 ,رل 
e" +3‏ = له | 
و + 3= un‏ 


اذ من أجل كل عدد طبيعي ۸ فان : 4 > ببلا > 3 


lim u, 3-جحساب‎ 


من-|- +1( 
2+1 : د 
lim 3 + 2 =3‏ - ,10 06 
5-89 ویر 1 lin,‏ 
0 4 
لأن :0= 672۶ lim‏ 1 
م0 + جنر 


ا ل ۰٩‏ ۳ 
4-حساب ,رم بدلاله 71 : س 
ی سس يريم 


لدینا 
(UO 7 3)(u1 7 3) X ... » (U, — 3)‏ = 
en ۲‏ = 3 ¬ لا hı‏ 


ومثه 6۳ <... × 6۳ × "ع = .۲ 
را ۰۰۰ vo FV‏ 


مس 


مجموع متتالية هندسية ی س 
21-1 7+11 
) 2-1 ا = 7-1 ° م = P,‏ 
1= 2)2 5 


ومنه 
)تيب f,‏ 
7 


م 


.7. بكالوريا 2020 تقني رياضي 
الموضوع الأول - التمرين الأول 


الدالة العددية f‏ معرفة ومتزايدة تماما على ]+ )0 ۳ 
3x‏ 

حب = () 

5 + ۷42 
(6) تمثیلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم 
آلمتعامد المتجانس (ز,0,7) و () المستقیم ذو 
المعادلة يدحت 7 
المتتالية العكدية (,رة) معرفة بحدها الأول وبا حیث: 
< - و اومن اج" کل عدد طبيعي «: 

un+1 = f (O) 


۰ 


2 


الشكل المقابل ثم مكل على حال | 1 


1-) آعد رسم ۳ 
to‏ < 1 را وولا مبرد 


الفواصل الحدود 
الإنشاء 
ب-ضع 
(88) 


تخمینا حول اتجاه تغیر المتتالية (n)‏ ۱ 


1 
1 > لا > و 


. إن المتالية (,رده) متزايدة تماماء ثم استنتج أنها 
ب) با 
ی العددیه 4 (un)‏ معرّفه على ۸۷: 
5 عت 
۰ 74 ۵ ۷ 9 7 
من آن با ر«) متتالية هندسية اساسها - يُطلدٍ ت 
ها ای ۷ 
اکت ¢ رت بدلالة 71 ثم استنته ج عبارة,م10 


3 ا ب المتتالية (,رد) 


> 


9 
۱ 
۱ 
1 
1 
0 
1 
1 
١ 
1 
1 
١ 
| 
۱ 
١ 
1 
۱ 
۱ 
/ 
0 


تمثيل الحدود o‏ ° 1۸1 + 42ة ۰ 
لي الرسم السابق 
سيار 1 
13 > ولا > ولا > Ug‏ 
(n) 1‏ منتالية متزايدة تماما ومتقاربة نحو نقطة 
سم بين منحنى الدالة / والمستقیم ذو × = بر أي 
ری نحو 1, 


113 


1 
p(n): 5 > u, <} 


هن صحة (ور) رم من اجل 0 = 71 
1 


ا 


۰ 5 ت 
عد (0)م محفقة من 


1 < 1 < ا 
ونبرهن صحة (1 + )ومن ایز 5 
۱ 11 ی 
1 > ۱ اه — 
لدرز 
ln <1 ۳ ‘|‏ > 1 
وما آن الدالة ] متزايدة تماما ن 2 
مس 


فته ف )م محققة من أجل 1 +7 
وأخيرا 1 > 1 

ا 2سب البرهان آن ری متالية متزايدة تماما 
ندرس إشارة الفرق بين ا 7 1+1 


_ 1, = سس‎ << 11 
4u +5 


tn 4U + 5‏ - ولا 
4u + 5‏ 

Un (3 4u + 3 
4u2 + 5 


42 + +5( 3# E 
aE 
5 (3 (42 + 5( 

( 4115 - 4( ۳ 
(5 + تال + 3) 5 + 642 
)12 — 1) 4 ۹ 
aut +5 )3 + E +5)‏ 
4u, (1 — u,)(1 + 9‏ 
4u + 5 (3 + 4:2 + 5 3‏ 
ومنه اشارة الفرق من إشارة (ببدة + 1)(يرلة - 1) لا 


و < یو 0 < (5 5 + كل + 3( 5 + 4 


0< 1+ لاو 1 < لاک( لان 1 > ولا > 2 


Un+1 


ی 


Un (3- 


Un+1 7 Un 


Un+1 - U, > 0 ومنه‎ 


ا < 


f و‎ 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
إذن المتتالية () متزايدة تماما _ 
استنتاج أن (,ره1) متتالیه متقاربه ۳ 
يما أن 2 متتالية متزايدة تماما ومحدودة من ١‏ على 
بالعدد 1 فهي متقاربة 
3-البرهان أن (,) متتالية هندسية 
حتی تكون (1) متتالية هندسية بحيث: 
Vn+1 = Un X4‏ 
(rr)‏ 
(un+1) 5‏ وو 
(n+ 102 1 ( 3it,‏ ¬ 1 
4u F5‏ 


ی 915 


42 + 5 - 2 


_ هو‎  _ 9 قد‎ 
5-52 5۱1- u 


Vn 
, 9 
Un+1 7 gn 
⁄ ومنه (برنة) متتالية هندسية أساسها < = 7 وحدها‎ 
الأرلرن‎ 
+ 4 گر‎ 
* 1۳96 اده 8 ۵( و‎ 
- 2 1 
7 4-أ-كتابة رن بدلالة‎ 
(ببت) متتالية هندسية ومنه:‎ 
Ua = 0 ۳4 0 
1/97 
(ج) و - م‎ 
n -استنتاج عبارة 1 بدلالة‎ 
۲ 55 دی‎ 
۲ ومد‎ Un > 1-2 لدینا:‎ 
Un < Un vp} 


2 
برق = 15 + كلا 


lim 


n e 


=+ 


imا‏ أي: 0 - ا 


مه +1 


1+5) 


۰ بكالوريا 2020 تقني رياضي 
الموضوع الثاني - التمرين الثالث 
برالمتقالية العددية (ربد) معرّفة بحدّها الأول ولا حیث: 
#2 6 ومن أجل كل عدد طبيعي و فإنٌ: 
۰ 4 
ت۳۳ 
Un+1 u, F2‏ 
1) برهن بالتواجع أنهِمنِ أجل كل عدد طبيعي : 
2 > پلا > 1 
2) اين أنه من اجا کل عی,طبيعي بر: 
(2-un)(1tun)‏ ص 
Un 9 +2‏ حي بيرلا 
ب) حند اتجاه تغیّر المتتالية (یرده) ثم استنتج آنها 
8 العانقية العددية (رن) معرقة لیب : 
1۸ ۳ 
1 > ولا" حيث ۾ عدد حقيقي 


ا) أوجد » حتی تکون المتتالية (رن) هندسية امه 


ثم احسب حدّها الأول 70 
ب) بين عندئذ أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸: 


«4-1 


[-البر هان بالتراجع أن: 2 > »> 1- _ 
زجع الخاصية (7)م: 2 > ورلا > 1-:(۸) م 
إت من صحة الخاصيه p(n)‏ 
من أجل 0 = 71 

2 > 2 ولا > 1- 
ومنه (0)م محققة من أجل 0 = 1« 
زفرض صح (62 من أجل كل 7 أي 2 > ,رلا > 1- 


لدینا:: 2 > ہلا > 1= 
U + 2 > 2 +‏ ییا 1 - 
4 > 2 + ربلا > 1 

1 1 
1 هرن 4 
52 - - 
)+ © 0+2 € 
المي سي 


4 
و > 1 


ومنه 2 با که 1 يي 


ومنه (1 + 7) محققة من أجل 1 + 71 
واخیرا :2 > u,‏ > 1- من اجك 6۱۵001916۸۷ n‏ 


Uun+2 


2ا-البرهان أن: (2-un)(1+un)‏ = 


لینا ,رن - حك - 3 حت يبلا - پرا 
)2 + )یبا .4 - (2 + )3 
2+ يبنا 5 

بلا2 - هل -- 6-4 + 3 _ 
2 + لا 5 

010 2+ رك + قلا - 


س 14 ا 
Urn+1 n u +2‏ 


2-un)(1+u 500 4‏ 
ومنه جهة أخرى لت يبلا - رپ 


_ 2+ م2‎ - Uq - قله‎ 
1 F2 


15 +2 2) 
مس‎ age aE ا‎ 
Un+1 7 un+2 ( 


منه لونت+ة) لم 2) _ 
و ی 


2-ب تحديد اتجاه تغير المتتالية (,:ة) 
لینا . )2-u()1+”(‏ _ - 
Un +2‏ ڪي Un+1‏ 

درس إشارة الفرق Un+1 = Un‏ 

دمنه إشارة الفرق من إشارة البسط لأنّ:0 < 2 + ا 


Un+1 7 Un 


Un+1 < Un 


مواضيع شعبة تقني رياضي 


لان : 1- < رنه 
لدینا: 2 > مرا 


2 < لا 
2+ 2- < ,2-1 
۱ 0 < ,2-11 
ومن جهة آخری لدینا:1- < رنه اي 0 < 1 + ں 
ومنه فان: 0 < (1 + u)(ں‏ -2) 
أي أن المتتالية (,ربه) متزايدة تماما 
استنتاج أن المتتالية (,1) متقاربة 
بما أن (1) متتالية متزايدة تماما ومحدودة من الاعلی 
بالعدد 2 فهي متقاربة نحو نهاية | 
3-أ-إيجاد قيمة » حتی تکون (,«) متتالية هندسية _ 
حتى تكون ريرم متتالية هندسية يجب تحقق: 


Vn+1 7 6‏ 
نا 6+« - ا 3 
وبين ۵ دوب عد حي 
4 
3 
Vn+1 > 4‏ 
3-4 


11 
_ 3(un +2) - 4 + ۵) + 2( 
n1 3+ 2) = 4 + (U, + 2) 
3un + 6 - 4 + au, + 0 
يرنه د 4 - 6+ با3‎ + 2 ۲ 
)3 + au, + 2 + 2 0 7 
4u, + 4 ۰ 
(3 + au, + 2(a1) 


= و+م۷ 


Vn+1 > 


Vn+1 > 


1. / urt 

اي آن: (**) ی تب هر وو 

بالمطابقة بين (*) و (**) نجد أن 

3 + 0 =1 
8 +2 
3+ 0 

سسا 


< 0 


491( 


السلسلة ور 
4-ا-ادرس حسبا كيم العدد الطبيعي 11 بواقي لوس 
3-ب-البرهان أن U, = E‏ الاقليدية ل "7 على ا ا 
FERT LÎ‏ سك تو 4سب- ماهو باقي القسمة الاقليدية على 9 لل 

ر (vn)‏ يه سدسيه أي ان 19541962 نا 134 + 144209 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


۷, -< n 
. 4ج اثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي‎ 8 6 n 
65, 7 71: = 0]9[ بر‎ = )-1( 6 
و 2 لل لاا‎ 
سس + تست تیم‎ Un ¬ 2 = يرلا‎ X را‎ F Un 
1-اثبات أن (,ن) متتاليه هندسيه يطلب تین‎ Un — Uq X وا‎ = Up + 2 
اساسها وحدها الاول:‎ LT = ES ١ 
۳۳ 2 + ۰ 
يبرن‎ = n+ - 301+ 1( +1 با لدینا:‎ = 
= Tun = 18n +9 - 37-7 1 7 5 
= Tung ¬ 217+ 7 -)2( +2 جر‎ 
= 7) - 3n + 1( ا‎ 1 
= Tn 1+ (7) 1 7> 
ومنه (,ن) متتالية هندسية أساسها 7 = ي وحددا‎ 2 2-1 
ےد شه = بر الأول 1 = 1 + (3)0 - ما = وتا‎ 
رن 2-كتابة ,,مة و سبدلالة ور‎ 7 
oq > 1 7 n 1 
حساپ لا ۹ 1 بت ی‎ 
Un = U, — 3n +1 ااا ينا:‎ 
a ومنه 31.1 وا‎ 7 86 
u, 2 7۳ 3-1 -)2( +2 
: يرن‎ 
5 uo + م۳ ملي برلا ۰۰۰ + و1 + ولا‎ 
3(0) - 1) + (o, + 3)1( -4( + ومنه | ب نا‎ 
1302) - 1) + ... + (f + 300 1( ۱۳ ددين‎ 
Lv, + v2 + Un) + و که با‎ 


تفت (1 +161 - يلب > 2 +3041 ۱ 


1 
,39. بکالوریا 2019 تقني رياضي ۳ ۳+10 - |د + ]9+ |( 


(n + 1)(3n -2( :‏ 1- +7۳ 0 
ع ]خا ۷۳ ۹۳۹ ۹ و لك تخت | 
(un)‏ و(مزة) المتتاليتان العدديتان المعرفتان على ۷ | 4-ا-دراسة حسب قيم العدد الطبيعى وريلاقي القمد 
يلي: 8 الاقليدية ل * على و بيعي 
Uo >‏ 3 
u ~۴ "9 = Tu, — 18n +9‏ = يبه | لدينا: [1]9 = 7° :[7]9 = 71 › [4]9 = :7 
1-أثبت أن المتتالية (,,ر) هندسية يطلب تعيين 3 ومنه القسمه دوریة ووز ها 
اساسها وحدها الاول ومنه من أجل ۸ 3 = ۸ باقي قسمة 7# على 9 هرا 
2-اكتب ,رنه بدلالة :: ثم استنتج پربه بدلالة ور ومنه من أجل 1 + ۸ 3 = ورياقي قسمة *7علی 9 
3-احسب بدلالة :م المجموع ,رک حیث: ی 
Sn = Ug FU, ۲ 1‏ ومنه من أجل 2 + 6 3 = ۾ باقي قسمة 7۳ على ! 
هو 4 ۱ 


سب اه 


رب ایجاد با 195 
,1954156 + 19621754 + 14422019 [ على و 
E‏ 2+ 9× 160 = 1442 ` 
و [2]9 = 1442 
x 218 + 0 5‏ 9 = 1962 
: 3 673 = 2019 
۴ [0]9 = 1962 
¢ [1]9 < 1954 
5 9562 + 19621954 + 122019 
5 بد 0 + 3 طش ۳۳ 
.8= 23م *[1]9- = 
[1]9- = *2 
ومنه 


2 +( 1962399 + 14422019 
(وارز + 1(673-)) = 
أي [و]1- = 19541954 + 62۳54 ورك 14422015 
ومنه باقي قسمة العدد 
5454و + 1962954 + 14422019 علی.9 0⁄74 
(.جاثيات من أجل کل N‏ ع 71: 
[0]9 = +71 - ,65 
لدينا: 
Tun = 07۳۳ + 9n? + 3n -7(‏ - ,63 
21n -7(‏ + *"7( ¬ 
9n? - 18n = 9(n? — 2n)‏ = 
أي وح 7u‏ - ,65 حيث 2 - 2 = k‏ 
ومنه ]0[9 = 71 - 6S,‏ 


40. بکالوریا 2018 تقني رياضي 


الموضوع الأول - التمرین الأول 
/ ال العددية المع فة والمتزايدة تماما على المجال 
e) f(x) = 2‏ أساس اللو غاریتم 
النيبير ۷ 5 9 المتتالية العددية المعرفة بحدها 
الأول 2 = بت أجل كل عدد طبيعي 71: 


= f (un) 
+ ا يرهن بالتراج أنه من أجل كل عدد طبيمي‎ -1 


عرد 
أحب- بين أنه من أجل كل عدد طبيعي 7: 


© وبلا‎ 8 - n) 


Un+1 
eu, +1 


~~ Un = 


کا 


: مواضيع شعبه شعبة تقني رياضي 
تجاه تغیر المتتالية (1) وبرر أنها 


ثم استنتج 
متقاربة " 
منکن المتتالية 0 /المجرفة 
اي ماقا نی جد 
لس ب يطلب 
من حدم الأول ونا وعبارة ,رن بدلالة م 
- تحقق أنه من اجل کل ور من ۸: 
0-1 + 1 = ,را واستنتج عبارة 1 بدلالة 7۱ ثم 


من أجل كل عدد 


6.۱11 


n4 0‏ 
3-ب- احسب بدلالة ‏ المجموع ,رک حیث: 
Sn 2 20 + 11 °° . Fn‏ 


ل مس العجد التي اقى القسمة 
E a‏ اا 

4-با-عين قيم العدد الطبيعي :7 التي 
يقبل القسمة على 7. 


من أجلها برک 


كت الحل 
1-أ- البرهان بالتراجع أن _ < ,ره 


> نسمي (۸)م الخاصية < < يرلا 

- نقحقق من صحة الخاصية من أجل 0 = 7 
7 3< ے = وله محققة 

- نفرن أن (:)م صحيحة من أجل كل عدد طبيعي 
كيفي ۰ ای7 جب 

ونبرهن أن (1 + صحيحة من أجل 1 + :7 
أي > nfi‏ 

لدينا من الفرضية < n‏ 

ولدینا م مستمرة ومتزايدة تماما علي المجال 

f() > f )2( وعليه‎ ]0: +] 

CG) =x! 
رپپ أي (1 + یم أمجققة.‎ <4 


< بيه من أجل كل ۱ € :7 


ومنه 


واخیرا > 


7 ا‎ 
en (un) 
Un+1 “Uy, = 3 ۰ شرم‎ 
2u 
س‎ 1 - n1 5 ف‎ 
ربو‎ n لدينا: م رده‎ 
= 2n > eu? “Un 
6۰1 + 1 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


ان 
eW‏ - ور 1 1۷ = 1 BH‏ 
e.un + 1‏ 1 /1 5 
1 )1 - ے 
=n)‏ مهم _ 2 1 - ۱ 
Un + 1‏ ۷۳ وبالتالي (1 ۴ سس 
5 سي - اتجاه تغير (,/ة) ١‏ حساب 11 11111 
1 ججور 
لدينا: 2 < ,نه وعلیه ب-2 < 0 لاوا 
lim u, < - ۲ 2‏ لان 0 لد 
را ماده © وج 
eW > O0ûYe.u, > 0 ۲‏ 3-ب- حساب رک 
و عابيه 0< u —u,‏ 
nı1 Un > 0 ۰ 0‏ 2 ۰۰۰ وتا vo‏ 
ومنه ي متناقصه تماما j‏ - 0 ۲ 
بما أن (,,::)متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد - ۱ 1-0 ۷0 
اه ےا ند تایه 
2-اثبات أن (ره) هندسية مع تعيين اساسها وحدها الأول | 7 - ۳9 


(1 > "5(2 کے 8 


دنا 1+ 1 3 ِ 1 
وه انك 4أ دراسة بواقي القسمة الإقليدية للعدد "2 
n = 0: 20 = 1]7[ ED‏ 
n < 1: 21 = 2]7[‏ 
e FD 1‏ [4]7 = 22 :2 < 7 
n < 3: 23 = 1]7[ ۰‏ 
J E‏ القسمة دورية دورها 3 
با و20 م إلى 32+1|]32+2 | x‏ 
ده “ام | + | 2 :8۳۰ 
سرت ا 
ببلاآع ع( 2 2:4 f1,‏ < ۲ 
1 لا 4-بب تعيين قیم العدد الطبيعي التي ه ن أجل 
ومقه 7 ۳ 219 = بر يقبل گر القسمة علی 7 3 
إذن (,رنة) متتالية هندسية أساسها 2 رك يقبل القسمارعال #.معناه: 
وحدها الاول: 07 = ,5 
5 ا = و [0]7 > 10 502:11 
x 2+1 2 5]7[ 6110 7 1‏ 5 
ومنه 272 ا 5 = ,7 أي [1]07 < 20*3 
3-- التحق 9 ومنه 7 - 2327 < 
> ڪڪ وعلیه [4]7 < *2 6 
ورد ا من الجدول السابق نجد لما [4]7 = 
1 ا ع .۱۷۲۳9 یکون ۰ 3+2« مع KEN‏ 
1 - يربلا .© 1 - e.un‏ 2 
5 استنتاج عبارة (Un)‏ 
سے کے 
TET‏ وان 
1 
أي 1 - ببلا.6 = ۲-1 
}94{ 


, الموضوع الثاني - التمرين الأول 
لتكن (.ن) متتالية عددية معرفة على لا بحدها العا 
یا يلي "(2)3 = بلا و (ج) متتالية عددية معرفة 
ده الأول 4 = و ومن اجل کل من 8- 
TO, +‏ ۳ 


| هه 


5 کار مرو بر سپ يطلب 
ل د ال العام او I>‏ ج أنه 


من أجل کل 7 من زار موجه 5+1 = 
تن عب قم ريض > 
الاقليدية للعددية ”3 و ”5 على 8 
4-عين حسب قيم العدد الطبيعي 1 بوآگی القسمة 
الاقليدية للعدد يرنه على 8 


بج الحل 


1-اثبات أن المتتالية (,س) هندسية: 


ی براقي امه 


۲۳ 
4+ برلا5 
ج ات 
311 
213 +10۳ __ 


Gln 
_ 10۲+ ا‎ 


بلا6 
(ععت) 2 - 
2tn‏ 33 
3 2 / 5 5_ 
- سک ات سح ربز - = 
رجا - ۶ 3 
ذمنه (۷) متتالية هندسية أساسها < = 
خساب س 
لدينا 


0 


2 
1 
2 
1 
2 
1 
2 


1 

2 : 
7o0 1 إذن‎ 

2 


#-كتابة بر بدلالة n‏ 


Wp = و۱۷‎ 9 


5 (5) n 
ع ")2(3 ¥ ف لو‎ 2 > 263( 
وه 60 )5( بخ‎ 
37 3-دراسة حسب قيم ۾ بواقي القسمة الاقليدية ل‎ 
8 على‎ 
20 ۰ 3° = 1]8[ 
و‎ 1 3۶ < 3]8[ 
n=2 < 37 = 1]8[ 
2 القسمة دورية دورها‎ 
| n 2k |2k+1 | 
| 35| 1 | 3 | [8] 
7: يواقي< 33 على 8 من أجل كل عدد طبيعي‎ 
هي: [1:3)-م‎ 
8 دراصة”بوااقي 57 على‎ 
n =0 5° = 1]8[ 
7 < 1 * 51 = 5]8[ 
71-2 52 = 1]8[ 
2 القسمة دورية دور ها‎ 
| 7 Pk 2+1 | 
| 5= ظ‎ | 5 | 68 
 يعيبط بواقي"5 على 8 من أجل كل عيد‎ 
۳ 241: 5( 
8 4-تعيين بواقي قسمه س على‎ 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
ومنه بواقي القسمة الاقليدية ل س على 8 من أجل كل 
عدد طبيعي 7 هي: (6 :4) = ۲ 


.۰ .بکالوریا 2017 تقني رياضي 
الدورة الثانية 


7 الموضوع الثاني - التمرين الثاني 
نعتبر المتتالية (پربه) المعرفة ب: = ں ومن أجل 
,کل عدد طبيعي :7 غير معدوم: و2۳ a‏ 
ګر ادعدد حقيقي أكبر من أو يساوي 2. 


كرك ن أنّ من أجل كل عدد طبيعي 7 غير معدوم: 
0 و 
با کر 


2- نعتبر لاير لهعرفة كما يلي: من أجل 
کل عدد طبيعي :«غیر/معیوم ) u,‏ = با 

2-أ- ييّن أنّ المتتالية زرم شلو) سا + وعین 
حدها الأول و بدلالة ۾ 

معبحجد بدلالة وج عيازة الخد اس 2 ثم استنتج 
عبارة پا وأحسب „im, Un‏ 

3 لصي يدلاقة وو لمجو حیتب ‏ ر 


1 1 1 
FU‏ + ولاج + ولا +g‏ بل ح يرث «ي 


2 
٠. >‏ ع تن 5 5 ۹ 
„im, Sn 5 EN E E‏ 
كع الحل 
1-أ- اثبات أن 0 < ,نه 
باستعمال البرهان بالتراجع 
نسمي ()م الخاضية "0 < ببله" 


نتحقق من صحة الخاصية من أجل 1 < 7 
1 
۳ 
حیث 2 < ۾ ومنه 0 < ج وعلیه 0 < رنه 
ومنه (7)1 محققة 
نفرض صحة الخاصية (0:)م من أجل كل عدد 


ومنه 0 < وبيرنة أي (1 + )و مح 
وعلية حسب الاستدلال بل اج ون و 


an 


أجل كل 2 من "!۱ لاز 
1-ب- بیان أن (») متناقصة تما 
1 + ۳ ات ۱ 
Un TU‏ حت 
î 7 FC an/ "*‏ 
بجلا Up - 011١‏ + جرلا .11 
an‏ 0 
لد = 1 4 ۳( 
an‏ ا 
3 + (© - 
لا . سس = 
an‏ 


لدينا 2 < ۾ ومنه 2- > ۾-أي 1 > 
من أجل كل ۱۷ © « یکون 0 > 1 + (م - )7 


وعلیه 
1 + (6 - 
0 > ۳ 7 ۳ 
an‏ 
ومنه 0 > Un+1 << Un‏ 


وعليه (un)‏ متتالية متناقصة 

يما أن (ببه) متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعند| 
(0 < ,بد) فهي متقاربة نحو نهايتها | 

2-- تبيان أن (,,ه) هندسية 


1 
a(n + 1( Un+1 / 


م ال 
۳ ۳ 1(۱ +۵0 


۷+1 = 


رم 2 ۰ ل 1 

وعلیه (,,ن) منتالية هنكسي أتعإسها 2 
خها الوا نك کے .وود 

چ کت TE‏ 

2-ب- إيجاد عبارة الحد العام د( 0 پلالاله © 3 


طبيعي 7 غير معدوم » ونبرهن ان (1 + ۸)م 1 
/ = يرما 
ar+1‏ 
لدينا من الفرضية 0 < ا استنتاج عبارة ږ 
ومن أجل كل !۱ © و 2 < © لدينا رف 
فا“ و عة یت 
ل بي ل و منه Un = U, X an‏ ۱ 
(496 


0 
741 
أي اه 
Un ar‏ 
حساب النهاية 
im‏ = سب [i‏ = 
gemar‏ ما ‘i‏ ون lim Un‏ 
۳[ = 
بل 
0 - 
8 مد = سب ۲ 
ران ۵ وود + = روز 
ومنه 4 حر لب 
ا نے 
1 


2016 رگ ل" 5 
نعلم آن 1 > 2 > - وق 0 - 6 lim‏ 
وید مه + 
hs 1 1‏ 
ڪڪ ایح يق 17 
وفته 2016 1 =[ مه 1-34 
a = 7‏ 
ن 


مواضيع شعبة تقني رياضي 
.3. بكالوريا 2017 تقني رياضي 


ا الموضوع الأول-التمرين الثاني- 
نعتبر الدالة العددية م المعرفة على المجال 
[6:1 -[ ب: حنج = ()م .(,60) تمثيلها البياني 
في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس 
)0,17( » وليكن (A)‏ المستقیم ذا المعادلة و نز 


() المتتالية العددية المعرفة بحدها الأول م حيث 
1- = نه ومن أجل كل عدد طبيعي :7 

Un+1 = f (Un) 
أعد رسم الشكل المقابل ثم مثل على حامل محور‎ -1 
الفواصل الحدود و::, ,ا ,را و چیه مبرزا خطوط‎ 
التمثيل؛ ثم ضع تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية‎ 
(ببد) وتقاربها.‎ 


2- برهن بالتراجع 
21> با 

3- ادرس اتجاه تغير المتتالية (برية) كم اسكنت 
متقاربة. 

4- نعتبر المتتالية ( بنت) المعرفة كما ی من أجل 
کل عدد طبيعي ‘n‏ 
4-]- برهن أن المتتالية. )س حسابية أساسهاي2 ثم 
عين عبارة حدها العام Un‏ بدلالة «n‏ 

4-ب- استنتج عبارة الحد العام ى بدلالة :7 واحسب 


lim tu 
n¬+oo ۷ 


NTA 3 


کج أنها 


9 2 


جر الحل 1 > Un‏ 
سس سس جص أي 1 02 2 
7 اال ۱ و 2-1 
وعليه 0 > Un‏ 7 رين 
ومنه (,,ه) متزايدة تماما 
بما أن (,,نة) متزايدة تماما ومحدودة من الأعلى 
بالعدد 1 (1 > ,د) فهي متقاربة ۱ 
0 4-أ- البرهان على أن (,7) متتالية س 
1 2 أي Un FT‏ 7ت Vn+1‏ 
لدينا 


5 


الکک یر 

نلاحظ من الرسم أن 3 > ول > ,> ولا ومنه 

المتتالية (برده) تبدو متزايدة على لا وتتقاسر نحو فاصلة 

نقطة تفاطع (6) مع (۵). 

2- البرهان بالتراجع أنه من أجل کل عدد طبجعي ‏ 

4 u, > 1 

"tn < 1 الخاصية‎ p(n) تاي‎ 

نتحقق من صحة الخاصية من أجل 0 = بر ۱ 

لدينا 1- = ويه و 1 > 1- ومنه1 > وله 

إذن (7)0 محققة. 

نفرض أن (0)م صحيحة ونبرهن أن (1 + )ر 
.Un+1 >‏ 


0 


محققة من أجل 1 + م اي 1 

لدينا من فرضية التراجع 1 > u,‏ 
1- > ون 
1 < يرلا - 2 

ومنه 

أي 

ومنه (1 + )7 محققة 

ومنه حسب الاستدلال بالتراجع فان وم رم 

أجل كل ۱ ع es‏ 


دراسة الفرق 


Un+1 7 Un 


1 - 21 + Un 
تفه‎ 
۱ بل‎ lim 2-1 ع‎ im 0 =1 (itn 7 1 
E 1 1 ا ا‎ 


من + 11-4 
100 


a 


السلسلة الفضية 


-- 44. بكالوريا 2016 تقني رياضي 
= 


“ © الموضوع الثاني-التمرين الأول- 
0 إلدالة العددية ۴ المعرفة على المجال +oo[‏ :1[ 


پم 2 


1 و2 
(Cr)‏ تؤثيلها البياني في المستوي المنسوب الى المعلم 
لمتعامد والمتجانس (:] :0) (الشكل المقابل) 

1- بين ان الذالَهٍ م متزايدة تماما على 
المجال ]۵0+ :1] ” 


2- لتكن المتتالية العددية (,ة) المعرفة على لا ب: 
= وبا ومن أجل كل عدد طبيعي 7 » 

1 Un+1 = f (un) 
انقل المنحنی المقابل ثم مثل الحدود الاربعة‎ --2 
الأولى للمتتالیة(,به) على حامل محور الفواصل‎ 
(دون حسابها) موضحا خطوط الانشاء‎ 
2ب اعط تخمینا حول اتجاه تغير المتتالية (يرنة)‎ 
وتقاربها‎ 
:7 2ج برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي‎ 

1 ک‎ u, > 6 

2-د- ادرس اتجاه تغير المتتالية (,:ة) 
2-ه- برر تقارب المتتالية (,رمة) 
3- نعتبر المتتاليتين العدديتين (بتت) و (مW)‏ 
المعرفتين على پم ب: ع = ,ند و (برنة)ظ! = Wn‏ 


Un 
2 متتالية هندسية أساسها‎ )w,( برهن أن‎ 3 


يطلب تعيين حدها الأول 


ج اكتب س بدلالة م ثم پره بدلالة :7 


مواضيع شعبة تقني رياضي 
شن 177 77507 
Wo Wı : Wr‏ 780 
WS WÎ WK‏ 7 
جي الحل 
1- تبيان أن م متزايدة تماما على المجال ]+ : 1] 
و = f(x)‏ 
الدالة ۶ قابلة للإشتفاق على المجال ]+ ;1] 
ودالتها الع ۳۷ ۳ 
2x2 - 2x‏ 
2( 2 ( ۲ 


0 > ()"] یکافی 0 = (1 - »)27 

ي 0 >« او 1 دع 

ومنه 0 < ()”/ من أجل كل ]0+ :1] © × ومنه 
الدالة ۶ متزايدة تماما على المجال ]+ :1] 


2-أ-تمثيل ر , 1411 , 112 U,‏ 


"یرل یر ىن هه 
يبدو أن (ہu)‏ متتاقصه وامتقارية"فجو فاصلة نقطه 
تقاطع (,6) و × = بر:(4) أي‌فحو 
2-ج البرهان أنه من أجل كلع فان 

6 > ه12 


Un < 6" 2 0 ۰‏ > لي 
- نسمى الخاصيه p(n)‏ = 
نتحقق من صحة الخاصية (2)0 لدينا 6 = و14 
و6 > 6 > 1 ومنه (7)0 محففة 
نفرض صحة الخاصيه p(n)‏ 
وثبرهن أن (1:+ )2 مح 


لدينا 6 > 1 > 1 
ما أن الدالة م متزايدة فان 
f(D < f(u) > ۶0 ۳‏ 


li > 7‏ ک 1 
< بل = 
را ا من أجل كل عند انيعي 


00 4+ 
4 احسب بدلالة بر لمجموع اللي ا 
رت 1 ه49 0 


اسار ۱ 
از 


المتثاليات من الألف إلى الباء مس 00 
۳3 
2« در اسة اتجاه تفر ,11 , 0 
۳ ار 
mne‏ هه ات 1 
17 3 27 )ا ۱۳11 ار 8 
A‏ ,)1 ی ۷ 15 5 0 ساد 
1 ,2 | 5 
,)1 567 وچ » بیان ان ا In‏ 
ا 0 ۱ 
١ [‏ - ,2 اا 0 
یبا مما سبق 1 2 ,۱ ا ۱ ۳ i"‏ 
ومئه . (1) liy, 2 Hy, = =| “Uy F 1S Orsi‏ 
و97 )2( 1 < 1 ,2 1= 1ه بن 
من(1 )و (] نجد ۳۹ 
0 (1 > ,11,1 1 5 7 >> 5 را 
21l, = 1 J‏ ۱ 
وخلية 5 > را Por‏ 1 1 3 ۱ ۷ 
2 د ۳ و 5 وعليه ۳۳ الل 
-- تقارب (رلاأن | لسر )۱ 
ل (un)‏ متناقصه تماما و 4 إلا اب Un‏ ۱۱۳0 
gs 5 1)‏ محدوده من ااسفل ا 
3 3- آالبرهان على آن (,س) هتدسية: ‏ 77 بان 2 010 اا لان: 1< 
2 هندسية يعني ,رناا .4 = ۷+1 کے 0-7 1 اي" ژر 
Way = In (Vn+1)‏ 4( حساب 5 بدلالة 
Un+1 )‏ ر 1 
OT n = In,‏ 1 
)2+1 4 7 الى یک 
In 2‏ = لدینا» 1 6 ۳ 1 1 1 
1(2 مح روزا 27n) 2 nN les‏ 1 
حم 0 > ۱ 
1- 1 
)ہ2 با E‏ سر ی )+ 7 
2 
(,210)1 = 1 6 ۹ 
وعلیه 2۷ و (ج) ١ ۱+2٩‏ 
ومنه («۷) متتالية هندسية ال ا 2 1 ln‏ 
وعدها الاوك مها 2 منه وک مجموع حدود متتابعة لمتتلية ‏ ,هن 
68 0 = 3 كال ر وحدها الأول ( 
ın ( o 1 6‏ 5 (وا) 0[ = Wo‏ 3 3 
3-به كتابة (س) بدلالة ور سين أ : ما 
Sn = 1 ۳‏ 
۳ "2 (ج) ۳ = بن وعلیه: |[ 3- ۳ 2 
1 (برنا) بدلالة و )م - ٩:‏ 
ومنه یی 


|0 سح ”سي 100( 


كع الحل 


الموضوع الثاني التمرین الثالث 1-أ-تمثيل الحدود ,ا ,11 ول , وده 

تعقو المتتالية ()) المعرفة بحدها الأول 0 = ون 
Tis‏ ی 216 وجيت بي 
1 الدالة المعرفة على المجال +٠١]‏ :2 ] بمايلي 
+۷6۲ = (×)۸ و(6) تمثيلها البياني في 
المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس و(۸) 
المستقيم ذو المعادلة y =x‏ 


1-ب. التخمين: 
المتتالية (,,:) تبدو متزايدة ومتقاربة نحو فاصلة 
نقطة تقاطع المنحنى (6۶)والمنصف الأول × = ر 
٠-2‏ البرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي:ج 
- نسم ()م الخاصية 8 > ا > 0 
- من أجلني0:- ۸ لدينا 0 = و و 8 > 0 > 0 
ومنه(0)م ألآن-8 > وه > 0 محققة, 
- نفرض صحه ۶)3 ونبرهن صحة (1 + )7 من 
أجل 1 +2 أيب8 > بر > 0 
لدینا 18 + Un+1 > Our)‏ 
ومن الفرضية 8 > > 0 
ومنه 4 < 18 + =u,‏ 0 
أي 4 < 16 63 > 0 

0 > / 6u, + 18 > 8 


وعلیه 8 > ہوا > 0 ومنه (1 + )م َحقٌ 
- وأخيرا 8 > ولا > 0 من أجل کل عدد طبیّفیم 
362 -تبيان أن )2+ (8-un)(un‏ 55 


ولا+6 1ج يرول 7 Un+1 7 Un‏ 


SESE‏ ا / | حا | اة 
1-- أعد رسم الشكل المقابل على ورقة الإجابة ثم 
مثل على حامل محور الفواصل الحدود 

0 و وا (دون حسابها وموضحا خطوط 
الإنشاء) 


بضع تخمينا حول اتجاه تغير (,,::) وتقاربها. 
2-أجرهن بالتراجع أنه من أجل کل عدد طبيعي :7 
8 > رد1 >> 0 

ببین أنه من أجل كل عدد طبيعي ور 
)2+ لا( - 8) 
Guy + 16 + n‏ ع ونح يبوب 
5-ج-استنئج اتجاه تغير (,,/ة). 
"ین أنه من أجل گل عدد طبيعي ور 


1 
(ملا - 8) 2 > 1جبرلة - 8 > 0 


سف ا _ 
© بين أنه من أجل كل عدد یی سر لدينا: Un+1 = Un = (Gun + 16 — Un‏ 
16 وجييد شنم 


و چ نت 
Un‏ = 8 > 0 ثم استنتج ا ی 


_ (Gun +16 < )له‎ 6un + 16 + u4) 
(/6un + 16 + un) 


59 6+16 59 
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المتتاليات من الألف إلى الياء 
_(Uî-6un-16)_‏ 
(Youn+16+un)‏ ` 
(zn -3(2-9 j~ 3(*-9- 16]‏ _ 


6 + 16 Fn) + 16 + un) 
۳ [(un-3)2- 5] ۱ 
(/6un+16+un) ي‎ 
(u, -3 رن)(5-‎ - 3 +5) 
6u, + 16 + un 
_ (8un)(un+2) 


 JGunt16tun 


*جباستنتاج اتجاه تغير المتتالية (,:ة) 


من أجل کل !۸ ع ہ لدینا 8 > ,نه > 0 
7 ومنه 8- < ںu-‏ < 0 
0 < + بر < 8 
و 0 > 2 + برد > 2 > 0 


و 0 < up‏ + 16 + يرنة6 /. 
ومنه > (2 +0 لملا-8) 
يجنا +616 


۷ 
أي 0 > U,‏ 7 ربوك 
وبالتالي (») متزايدة تماما على لا 


3- آ-تبیان أنه من أجل کل عدد طبيعيع7 
1 
n)‏ - 8) 2 > مبیبلا - 8 < 0 


لدینا: من أجل کل ۸ © 7 
8 > بدا ومنه 0 < رده - 8 


ولدینا 6 + Gun‏ ¬ 8 = وبیولا - 8 


> 


(8 - (Gun + 16)(8 + Gun + 16) 


(8 + Gun + 16 


64 - (6u + 16) 


ولد کیب 
Gun + 16(‏ +8( ` 


ولا6 = 48 


لط ا 
Gun +16)‏ +8( ` 
6 
) ل8-1) سس 
16 + م6 + 8 


لدينا: من اجل كل ۸ © :7 
u < 0‏ أي 16 < 16 + 6u,‏ 


ومنه 12 < 16 + يرنة6/. +8 
و 1 1 
یکافی ومند 2 ne‏ ۳7 > 0 


آله 28 سوه 


موی عاسب 8990 
2 (16 + ,6 + 8) 5 


تین آنه من آجل کل يوي 1 


Un+1 7 


أي: Un)‏ - 8) < گ جرا 8 ۳ 0 


«> 


| 11 


( 8 & مسد وهر 

البرهان بالتراجع 

- نسمي الخاصية (۸) ۲: )8< 

- نتحقق من صحة (0) ٥‏ لدینا- = 
Ê‏ 

مه )> مه 9 > 0و > 


زَ) 8 > ميم -8 > 0 

لدينا: من الفرضية u, > 8 (Û‏ - 8 >0 
بالضرب في 2 نجد سن 8 un)‏ - 0 
وتخاأق زنب - - 8) 2 >> رنه - 8 > 0 من اك 
هس[ هد 


إذن (1 + )م صحيحة 
- وأخیرا من أجل کل عدد طبيعي ‏ یکون: 


2 1= 52 


1 بق:‎ 
0 > 9 - وة‎ > 5 )8 61 
1 
7> 8 - u, > Nh ( 


و u)‏ — 3(8 > يناي 05,8 
ومنه (وبه - 8) < > ولا 0,4 
بضرب المتباینات طرفا لطرف نجد: 

ك )1 - 8) . .. )2 - 8) ريه" 
لسو - 8 ... (مب - 8ع Û)‏ 
11-1 ۰۰ 01 2 


بالاختزال نجد 
0 
o)‏ - 8) 31 کا ی 
8 = مه - 8 ومنه من أجل كل !۱ € 


: li 
a اتناج‎ 
8 > < ۳ 1 n 
0 < lim, (8 un) ک‎ lim 6 .8[ 5 


n¬++oo 2 


| 46. بکالوریا 4 تقني رياضي 


3 الموضوع الأول -التمرین الثالث 

م هي الدالة المعرفة على المچال ]00+ :1[ ب 
(1 - )۱۳ - عد = F6)‏ 
1۔ حدد حسب قيم بر,إشارة × - (مر) /. 
2--عين إتجاه تغير (عد) /. 
2ب بين أنه إذا كان [1 + e‏ :2] ع × فإ 
f(x) 6 ]2:6+1[‏ 
(») المتتالية المعرفة على ل كما يلي:1 + ع = وی 
رمن أجل كل و من 1 » ۰ 
n+ < Un - In(un -1(‏ 
1) برهن بالتراجع أنه من أجل كل ۾ من 81 » 
[أ+2:6] € u,‏ 
/آلرس اتجاه تغير المتتالية (,,/:) 
3) برر تقارب المتتالية (un)‏ > ثم أحسب نهايتها . 
ع جج ے ے ےے ‏ سس 
کم الحل 

چ تن ر ی ا 
1 بر 
و ر 
کشا - و 


F09 - د‎ = x= Ine - 1( بو‎ = (e 


-[n(x - 1( =0‏ 
او ے (1-)جآي 
1 < 1 - بر 
2-2 

بر سوت :ده كد 
ر جل نجد أن لما |*-0/ 
J‏ عي بگون 0= :د - fC)‏ 

] € × يكون 0 > ع« - f)‏ 
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الدالة ا 
f‏ معرفة وقابلة للاشتقاة 
ودالتها) ر بستقاق على ] 60+ :11 


0-8 

اشر وج من 2 و 

إسارة ()'ثر من إشارة الب 5 

۱ جال ] + زور ر ن 0 < 1 - × على 


ومنه 


E SR 5990-1‏ اك 
+ 0 = ]۳۵1 


من الجدول نسئنتج أنه لما 
[1:2[© × يكون 0 > (#)'م ومنه م متناقصة 


]+ :2] € × يكون 0 < (2)'/ ومنه ] متزايدة 
ما نص ت ا ا 


2-ب-تبيان أنه إذا كان [1 + ء :2] ع × فان 

f(x) € ]2: 6 + 1[‏ 
بما أن f‏ مستمرة ومتزايدة على [1 + 6 :2] © ×. 
ومنه ‏ (۵+1) > () > (۶)2 
و2خ (2)] و =e‏ 186 - 1 + ع < (1 + f(e‏ 
6 > ()/ > 2 
حیت* ]41 2:6] ع و و ]1+ 2:6] © 2 
ومنه مر ]1+ 2:6] 6 f(x)‏ 


ی 
3 


1[-1-البر هان تبالتراجع أنه من أجل کل [1 ع مہ فان 


[1 + 6 :2] € بر 


نسمي الخاصية (1)والتیتقول أنه من أجل کل 


un € ]2:6 + 1] ع فان‎ N 

نتحقق من صحة الخاصية مّ,أجل٠0)>‏ ۸" 

لدينا1 + م = ,1 و[1 + 2:6] 371*62 

ومنه [1 + 2:6] © ولا 

ومنه (0) محققة 1 

نفرض ان(7)/صحيحة ونبرهن صحة(1 + ) ۲ 
1 + © > يرلا > 2 

Un+1 = f (un) بما أن‎ 

فإنه و حسب السؤال (2-ب) إذا كان 

u, € [2;e + 1]‏ فان [1 + 2:6] 6 (م) / _ر 

ومنه [1 + 2:6] © ,ا ومنه (1 + )7 محفقه 

إذن الاستدلال بالتراجع محقق. 

ومنه [1 + e‏ :2] € يبه من أجل ۸ © 71 


e 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


[]-2-إتجاه تغير المتتالية (,/) ج 
له - (1 — Un+1 - U, = Uy - In(u,‏ 
)1 = بوت) 16 = 

ویما آن [1 +6 :2] ع بيه ومن السؤال 1 
فلن 0 > (1 - ,)صا -انن0 > با ¬ 1+ 
ومنه (بريه) متناقصة تماما 


3-1 تبریر تقارب )ا 
لفیتا* : (پپلا) متناقصة تماما ومحدودة من الأسفل 


بالعند. 2 
2ج ه) فهي متقارية نحو نهايتها ] 
يما أن واج ية فان lim uy, = e‏ > 1+ را „im‏ 
f(4‏ =£ 
ومنه حسب السو ال 1 نجد 2 =7 
۹ 
. 7 بکالوریا 2014 نقني رياضي 
5 الموضوع الناني- لت موی الثالث 
و 7 عددان طبیعیان 
1-أدرسن حسب كيم و » بواقي القسمة لاد لد 5 
على 16 , 


2خضع: 9 + 167 = sC,‏ 5۳ ح و9 


2-أسبين أنه إذا كان 2 + /4 = م حيث م عدد طبيعي # 


+ فإنه يوجد عدد طبيعي ۸ يحقق م2 = ۾) 
2ب عين ۸ من أجل 6 = م 
7-3 هي الداله المعرقة على المجال ]۲+ ز 0] 0 
وا ۲۶ ۴ وج f)‏ 
ادرس تغيرات الدالة f‏ 5 ثم استتتج اشارة f(x)‏ 
4-(,رنه) المتتالية المعرفة على ل كما يلي: 1 = وا من 
۱ _ ع 5 9 
أجل کل من ۸ کے - ( حش + ببلا) *5 = وہہ 
4-أسبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ‏ » 
540+2-9 
رت 
يرهن أنه من أجل کل عدد طبيعي + » فان يرنه عد 
طبيعي 
1-5 ستنتج اتجاه تغير المتتالية (un)‏ 


ای : 


ج ب وتا الى لحن رح تست 
ام" z7‏ ی ر 


2 =0 50 < 1]16[ 
۱ << 1 ۶ 5 = 5]16[ 
۱ 2 ۲ 2 = 9]16[ 
۱ ۸ 2 ۰ 53 > 13]16[ 

[=4 5* = 1]16[ 


ومنه دور القسمة هو 4 


الك CTI LETT‏ 20 ل ير 9 
بواقي العدد *5 على 16 هي : (13 :2)1:5:9 


۳9 
2-أ-بيان أنه إذا كان 2 + p= 4k‏ فانه یوج و 
يحقق م = Cn‏ 
من أجل 2 + 4 < و 
[9]16 = 5۳ 
16h +9‏ = 5۲ 
ولدينا: 9+ Cn = 16n‏ 
بأخذ | = « نجد ب6 = 9 + 167 = 55 
2-ب-تعیین ۸ من أجل 6 - 7 
لدینا: ۳ = و 
Dg = 15625‏ ِ 
لكن 9 كتيج 
16n + 9 - 5‏ 
6 - 167 
1 6 _ 
16 ` 
n = 6‏ 
3-دراسة اتجاه تغين-الدالة f‏ 
النهايات* 1 
im )5 22 -9( = +‏ -- 10 
f(0) = 54)00+2 - 9 = 6‏ 
المشتقه: 
لدينا 3 9 - 5+2 = 2 
E 9‏ 2 وام ك4 
ومنه 
In 5(‏ )2+*4)م( (x) = 4In5‏ 1 
e4‏ 
ولدينا 0< وماو 0< 255 00 


ومنه 0 < (ر)'م معناه ۶ دالة متزايدة 3 
المجال ]+ ;0[ 
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5۲۶-9 


16 
41۳2 
5 5 9 5 
- سمي )م الخاصية: 
- من أجل کر 0 = 7 لدینا: 
25-9 ۰ 52-9 منه g4(0)+2_g9‏ د 
3 1 2 16 1 16 م م 16 5 8 
و منه أجل (7)0 محفقة‌من أجل 0 = ۸" 
ود 54۱۲2 


4ا-البرهان بالتراجع أن 


Un = 


Un = 


uo =1 


- نفرض (7)7 محققة أي 


ونبرهن صحة (1 + )م أي 
9 54+12 


ومن الفرض 


...)2( 


n+ = 57 (‏ 
g4(n+1)+2 55 9‏ 
4 — ج 5x9‏ ات مس مس 
16 16 16 
g4(n+1)+2 9‏ 
“q6 16‏ 
g4(n+1+2_g‏ 
۰ ۰ 7 16 ۳4 
رمنه الخاصية (1 + :)7 محققة 
- وأخیرا وحسب البر هان بالتراجع نجد: 


41+29 
u = 6 _‏ من أجل كل |13 ع 7 

4س البرهان أن ره عدد طبيعي 
من السؤال 1 نجد أن 


[9]16 ع 542 
[0]16 = 9 - 547+2 


أي أن 9- gan+2‏ یقبل القسمة علی 16 
زمزه 4۲2-9 هز 55 

E 16 

g4n+2 _ 9‏ 
ل ع = 
16 ف 
رمزه € Un‏ 
۷ عدد طبيعي من أجل | ع 


سس 
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مواضیع شعبة تقني رياضي 


تغير المتتالية (,10) 


5-استنتاج اتجاه 


لدینا: وما 51۲۷۲2 از 
بوضع ۱ = ر 

f (n) = 5۷۲۶ - 9 = 161 
۳۳ A) و مناه‎ 


6 ع يبنا 
لدينا: من جواب السؤال 3 نجد أن (»)/ متزايدة 
تماما معناه 100 متزايدة تماما (لان 0 < 16 ) إذا 
وفي الاخیر نستنتج أن (,,::) متزايدة تماما 


[] الموضوع الأول التمرين الثالث 
(un)‏ المتتالية العددية المعرفة كمايلي: 
2 = 1 ومن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم :, 


۳-1 _ 
ها 
(,,نة) المتتالية ا المعر فة على ۸N‏ كما يلي: 
Vn = 3n Un F 2‏ 


1- بيّن أنّ ,ره متتالية هندسية أساسها 3 ؛ ثم احسب 
حدها الأول . 

#داكتب (ں) بدلالة ۸ ؛ ثم استنتج عبارة ,,م«بدلالة: 
3 احشب بدلالة 7 المجموع ,,ى ؛ حيث: 

برلا ا + وتا = برک » ثم أحسب „n‏ 


4-احسب بكلا « الجداء ,م » حيث: 


> ۰ ۰ 
وا ... 36 1g‏ = بر » ثم احسب „lim, Pn‏ 


يعر الحل 
1- اثبات أن (,رن) هندسية مغ حساب أساسها 
وحدها الأول 
لدينا: 
1 1 
f+ 7 3 1n(n+1) + 2‏ 


1 
= (nun ح‎ 1( +> 
1 1 2 
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المتتاليات من الألف إلى الياء 


ومنه (بن) متتالية هندسية اسانتها ۾ 
وحدها الأول 


3 1 1 
27 ۳2 ولاح = ونا 


4 حساب الجداء Pn‏ 


Pn 7 Uo X Y1 > ...X Un 
g2o¬1 ۷ 20-1 : 
م20 +.. ود‎ -1 


0 


کم 
۲ 


8 الموضوع الثاني التمرین رن 

1-حل في مجموعة الاعداد المركبة (م) و ۱ 
المجهول 7 ۱ نن ۱ 

0= = (4 + 2۷32 - 2+ 22 +ه, 
2-المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعارر / 
والمتجانس ( ,1 :0). 
4 ,88 ,) و( نقط من المستوي لاحقاتها على اثر 
2-1-3 2 و 1۷3 + 1- 2 رج 


أ-اكتب كلا من ع م 20 على الشکل الا 
4D”‏ » 
ی ستنتج أن المستقيمين ( )40 
(BD)‏ متعامدان. 


3- ر العدد المركب الذي طويلته ج و عل 
حيث ۸" عدد 

وا اعد المررکنب سرت بب .Lq = 2p‏ 
أ-اكتب كلا من م1 ,رل على الشكل الجبري. 
ب (ہu)‏ و مره من ولو كل حدم | 


كمايلي || = 

داثبت أن المتعالية | ری تفای ی 
جدها.الاول. 

Mı, Mo“‏ ,... با الاعداد المركبة میا,ببا, 
عل لاقو تر أ/ صور لمر L0‏ 1 


احسب بثلالة ير المجموع برى حيث 
|01 + ,4 0۳ + |07 با 
سجد ية رک عنیما يریل م إلى ه+. 


2/32 - م6( و2 (E+‏ 


ينا و = (4 + 2/37 - )07 
و 4+ ۲23 
A = -12 = 17‏ 
VA - 3‏ 5 
و ی کات قاس 4 
> 
2 
3 + 1- ات 
| 
23 


2۳ - و23‎ + 4 0 
۵ = -4 - 2 
V/A = ۷ 


2 - 213 _ 6۵ - وا- 


e‏ سا و ود 
2i‏ + 21/3 _ ذا + ذ- 
+۷3 = 2 20 امو = 24 
ومنه الحلول هي )24 ,22,23 ,2) 5. 
والكتابة ج ,و22 و على الشكل الأسي 
0مم — 
اي على الشکل ۱ 7 تبر 
لدبنا i‏ + 3 = وج 
2 
رنه مرج 1(2) + (0/3)/. - اما < ۲ 
3 _ ۶ 
Ù ۲ 2‏ + 2۲863 = ,6 
تاه" 
2 7 1۹ 
ومنه 266 = Z4‏ 
ولدينا و = i‏ - 1/3 = و2 
ومنه عت بز 
Zc = -1- 3‏ 
و- 9 +| = |م2| = ۲ 
3- = ووم 
13 (ع2۲8)2 = م9 
ترس يد ۳۱۳۴ 
ومنه 2 + كك = 2 + 7 < 9 
3z‏ 
2e3‏ = م7 
3 + 1- = و2 
طريقة 1 
2 
2= (05) + 22ل = ارا - م 
1 
- = 6058 
arg(zp) 3‏ = و9 
حح- = 0 sin‏ 
ا + - &— 7 = و9 
ان 2r‏ 
7 25 = م2 


- |) 

اور - ١‏ 6 ح Zp‏ 
د 
4 “26 = وج 


مواضيع شعبة تقني رياضي 
2ب التحقق أن j‏ - 20-28 
2۸-2 
لدينا " 
لے 1+0 (13C‏ ے +1+1۷3-۷3- _ 20-28 
1 (/+1+0/3(01) ۵ 1+15 ف 
ومنه بالضرب في المرافق 1+4+غ+0/3 | مره 


2 - Zc 
استنتاج أن المستقیمین (۸6) و(82) متعامدان,‎ 
arg جع‎ = arg(i) = + 2krt لدينا‎ 
r ۰ 
(CA. BD) = 2 ومده‎ 


أي (80) ل (4)) ومنه (4€) و (80) 


59 


. ۳ 1 
لدینا ۳و + < Zn‏ 


ومنه a Xizg‏ ونا 


Lo = (-1 + ¥3) e 3 ات‎ 


Lo = -1 + 3 = وج‎ 


22 1 
Lı = zp X zı = )-1 + i3) 2 >‏ 
(cos + isin 3 »‏ ا KE‏ 25 
۰ 5 .1 8+ _ 
7 ف :2 5-6 2 
وج )1+3( _ 
ل فد 1 1 
5-3 - 
3-ب-اثبات أن المتتالية (,) هندسية 
لدينا |با| = 
ومنه X Zn+1|‏ - = |وبیساا + nf‏ 
أي ۱ 2D‘ € i+)‏ = وجيبلا 
25١1 7‏ 1 
| چا 2۳ ۰ = 1+ 
2605 


1 او .2 = يبيبلا 


Un+1 - دين‎ 


ومنه (بربة) متتالية هندسية 2 اساسها ۾ 


{107} 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


2 > |و2| = 


حساب برگ 


Sn = 0۳| + [OMI] + ۰۰+ 9/۳ 
لدينا*‎ 


.“ 


مل > oll = IILoll‏ - ملاا = ]|07 
دم = ااملاا = oll‏ ح IL,‏ = |[/07|| 


تیا = [اءرط|| > oll‏ - | = = 0 
للمظاهد ... + اما + [Lol‏ = یک 


سس دشن أجل كل 


[3 الموضوع الأول التمرین الثالث 
(un)‏ المتتالية العددية المعرفة على “بم كما يلي: 
n + 1(*‏ 2 

n 7 n(n +2) 


1-أثبت أذ | 
فان ۶ من جل كل عدد طبيعي غير مسوم پر 


وچ + 1 = يروش استتتع أن: 1 < un‏ 


2-ادرس اتجاه تغير (به 1 
تبي ی مت) ثم بين أنها متقاربة , 


3- ليكن لجنا 2 


Un 7‏ حيث 21 دالة اللوغاريتم 
عبر بدلالة,روعن ,رک حيث: 

V2 4 ... 17‏ م 
۸ ينتهي إلى مه+. 


Sn = v1‏ ا 


. 


n(n+2) 2‏ 2 بن 
n(n + 2( + 1‏ ۱ 
n(n + 2)‏ 
n(n + 2) 1‏ 
n(n + 2) n(n + 2(‏ 2 


لدينا REF SE‏ او 
n(n+2)‏ 
منه 
3 بح بج +1 
أي 1 > 
مح حت ال ار a‏ 
2- دراسه اتجاه تغير (يريه) 


لوح +]- EE‏ :| يديا 
1 1 


(n + 1)(n +3) ` n(n +2) 
—(2n + 3) 
“n(n + 1)(n + 0 + 2( 
: غير معدوم فان‎ 7 
| — (2n + 3 < 0 
n(n + 1)(n + 3)(n + 2) > 0 


منه اقصة 
2 8 >8 - ہا وبالتالي (,,ن) متناقصة 
تقارب (ببعت) 


ل () متناقصية تعاما ومحدودة من الأسفا 


1 فهي متقاربةم نحو نهايتها | 
نهاية 0 


۳۹ 
Pn = u, X Uz X ...X Un 
a 
لدينا:‎ 
يلا = يم‎ = 
21+2 و‎ 


کي العا () و 1 2+2 9" 


د 
3 


وبالتالي الخاصية سان ایل ۳ 


- ال ۰ ية 
و أن(2)02 صحيحة ونبرهن أن )1+ p(n‏ 


۳۳ 

Pn+1 n +3 
Dn+1 > U1 X Uz X ... ۶ Un+1 لدينا*‎ 
Dn+1 < Pn < Un+1 اي‎ 
ومنه‎ 


_ 21+2 (n + 2)2 
Pn+1 °` n +2 ` (n +1)(n +3) 
۳ 20 + 1()0 + 2) 
` 2+ 1002+ 3( ۱ 
2n +4 ۰ 
وج ابيص‎ | , 
اذا الخاصية (1 + )نظ مجققه‎ 


۔ وأخيرا من أجل كل 1۷ 14 فان 2۳2 ے 


2+" ` #۸ 
4التعبير عن ,5 بدلالة رم 
+ ۰۰۰ + وا حل 71ح Sn‏ 
(م1)1 = پا ومنه 
In(u2) + ۰۰۰+ In(un)‏ + ( يماك Sq‏ 
Un)‏ كا ... < In(u X Uz‏ = 


لدينا 


0 ومنه (رم)صا = برک‎ 
۱ lim حساب رک‎ 
۲1+ 
lim <S. = lim 1 ( n + 3 


ومنه 2 م[ = رک lim‏ 
n¬++eo‏ 


لد بکالوریا 2011 تقني رياضى__| 


ج الموضوع الثاني- التمرين الثالث 


جي تغيرات الدالة. f‏ . 
2 عين المستقيمات المقاربة للمنحنى (6). 
4 جين أن للمنحنی(م)) نقطة انعطاف رم يطلب 
ينها م اكتب معادلة المماس (م6) عندها. 
ب و الدالة العددية المعرفة على 18 كمايلي 
f)‏ 
ی انرس تغيرات 0 
تن آن المعادلة 0 = () و تقبل حلا وحیدا 
28 > 27 


|-5-أ-حل في 8] المعادلة 0 = (») ۴. 
[-5بار سم المماس والمستقیم (۵) الذي معادلته 


× حبر والمتحنی (م6). 
(un)‏ المتتالية العددية المعر فة كمايلي 1 tig‏ 
ومن أجل كل عدد طبيعي ۱۱ (,,)) /ر = 1 یرنه 


1-1 -باستخدام (62) والمستقيم (۵) مثل ولا و 

1423 على حامل محور الفو اصل. 

1]-2-بين أنه ومن أجل كل عدد طبيعي :, 

1 > u > ©» فان‎ 

3-11-بين أن المتتالية (,,؛:) متزايدة تماما. 

4-1-استنتج أن( )متقار بة وبين أن = lim Un‏ 

[1 +۰ 00 

ا 1ك مرت ] 
ك الحل 

[-1-دراسة تغیرات الدالة f‏ 

-النهایات 


4 
3= اس - | کل = 0ے 


4 
سرب اد - 3] im,‏ = 60م im,‏ 

-حساب المشتقة 
الدالة ۶ قابلة للإشتقاق على 1 ودالتها المشتقة ٠‏ 

, *<ع)0)-‎ +1) + e*(4) 

.رم 
(e* +1) 7‏ 

7 
/:)2( = 


بي 0 < للدت 
ر )1+ (e*‏ 
ومنه م داله 'متزايدة تماما على . 


ه 


[-2-المستقیمات المقاربة 


f(x) = -1‏ 0 
ومنه: 1- = ر معادلة مستقیم مقارب آفقي (,6) 
بجوار0- 
f(x) > 3‏ بر 
ومنه 3 = ر معادلة مستقیم مقارب آفقي ل (,6) 
بجوار 00+ 


سم ات دی سس سس سس سس بیس 


4109( 


لقهس 


نعطاف 


۳ 2. 7 3 
f -3-البرهان أن (6) يقبل نف‎ 
x > كع‎ 
( ۱ (e*+1)2 لدينا‎ 
f" (e) = EDE 
5 و4‎ [e2*4 (e*+1)4 : 
f" (x) = 2e*+1]-8e2*(e*+1) 
4 4e3*+8 ۷ 3% 
f 69 = 8 4-83-82 
(e*+1)4 


ود 3ع 4- 1 
2ح لد 
(e*+1)*‏ 0 ۲ 


f" (=0 
-4e3*+4e* 
en 70 
—4e3* + 4e* = 0 

120 + *2ع-) <ع4 
بما أن 0> 4e*‏ 
فان 9-0 *2م- 

ez #1 

2۶ 0 

ومنه ()"/ تنعدم عند 0 = × 

+ 0 0- 
HSA‏ 
بما أن (#) ”م تنعدم عند 0 وتغير من إشارتهااقان 
(0) يقبل نقطة انعطاف ((0) f‏ :0) س 


ومنه نقطة الانعطاف (1 ;0)س. 
-کتابه معادله مماس (م6) عند نقطة الانعطاف 
لديناء معادلة المماس هی 
y= ۶) - 0( + f(0)‏ 
4e*‏ 


f () = ex + D2 


۲ |4 4° 
| 4 0+03 (۲0 
ومنه 1= (۲)0/ 
و 1= f(0)‏ 
معناه 1 + )0 ت = 7 
ا 1 +2 2 بر 
اراس تاه ترات له و 
-النهایات 
(x) = ×) = +‏ تساي > ()9 jim‏ 
ni‏ صمب 
im (f (2‏ 5 تک 


حساب المشتیف. . ا 
الدالة و قابلة للاشتقاق على R‏ ودالتها هزین 
× - (0 = همم ۳ 


كا الا 
rE (e* + 12‏ 
1 - *26 - 25ج - و (e‏ 
F 1)‏ م) > 0و 
1- و2 + 2ج 
er + 1)2‏ =0 


لدينا: اشارة (×)'و من إشارة1 - *م2 ر « 
¢ 

لان 0 < 1(۶ + *ع) 

ومنه بوضع *ع = ] نجد 


t2 + 26 - 1‏ 
0= (1-)(1-)4 - ۵-4 
= = را 
ومنه مت م 
0 > 1۳1 عر 
مسا 6 , 
۰ > ورج - = () 8 


]وب بیان أن المعادلة 0 = (+)9 تقبل حا 
-الدالة ري متناقصة تماما ومستمرة على ]۳7:28 
و 0 > (9)2.7 

و 0< (2.8) 9 

إذن 0 > (2.8) و (27)ج ومنه ۳ 
حسب مبرهنة القيم المتوسسطة فان 0 = (905.' 


حلا وحيدا ۾ حيث 28 > > 47 
5-1-أ-حل المعادلة 0 = ()م فیا. 
0= 10 
= 3 
e* +1 0‏ 
4 3 
e* + 1‏ 
3e* + 3 = 4‏ 
3e* -‏ 
د عم 


3 
gf, 2 --15)8( 1‏ 
ل | ومن مجموعة الحلول هي In)‏ مك 


ر ب بز والمنحنى (6) 


[]-1-تمثيل 10 1113 3 و11 على حامل ميكحو ني 


الفواصل, 
باستخدام (6) والمستقيم (4) 


تخمين: المتتالية (بریه) تبدو متزايدة ومتقاربة نحو 7 


فاصلة نقطة تقاطع (م6) و(4). 

1[-2-البرهان بالتراجع أن »© > ,ريه > 1 
نسمي الخاصية : ۵ > ,ريه > 1= (7)72 
نتحقق من أجل 0 = 2 لدينا: 1 :و1 
> 1 1 ومنه (2)0 محققة 
رنبرهن صحة (1 + )م أي 

1 < Un+1 > 4 

لدينا من فرضية التراجع © > بل >> 1 
دالدالة م متزايدة تماما على ]ه :1] فان 


f(1) > f (un) < f(a) 
ر‎ 
f0) = 00 

= 2 ۲ 

0= ع - g(a) = f(a)‏ 
f(a) = « 2‏ 
تس 8> ويه > 1.92 5 1 
اذه © > Un+1‏ ک 1 
1 +26۱ محققة من أجل 1 + بر 


ر 
. من أجل كل عدد طبيعي ور 
15u, €‏ 


اا ا 


[.5-پدر سم المماس و المستقيم (A)‏ الذي معادلته 


مواضیع شعبة تقني رياضي 
3-1-البرهان أن (,ربه) متزايدة تماما 
ندرس إشارة الفرق بين ا - را 
Un+1 7 Up = f (un) = Un‏ 

=g(u) 00000‏ 
من جدول تغیرات الدالة () 0 نجد أن 0 < g(x)‏ 
في المجال ]4 :1] 
ومنه. » > ولا > 1 لانْ 0 < gu)‏ 
معناه 0 > f (un) - u,‏ 

Un+1 Un > 0 

ومنه (un)‏ متزايدة تماما 
[4-1-استنتاج أن (,») متقاربة 
بما أن(») متتالية متزايدة تماما ]» :1] ومحدودة 


-بيان أن »© = lim u,‏ 
0 
بما أن المتتالية (») متقاربة فان 
E ma‏ 7 زجلا E‏ 


f() =? 

ود به 

1+#م 
لدینا + < f(0)‏ 
0= + - ()] = ()9 

لكن لدينا 0= (ه)و 
أي انر (9)0 = (7)و 
وبما أن #بدالة رتيبة فان . »=1 
وه رت بل 


.۰ .بکالوریا 2009 تقني رياضي 


الموضوع الأول التمرين الثاني 
1-أ-عين الأعداد الطبيعية التي مربع, كل منها يقسم 
2009 
ما و 2 عددان طبيعيان غير معدومين 
(برید) متتالية هندسية أساسها م وحدها الأول/ن/.باديك 

u? + ولا‎ + 35 02 = 9 

1-ب-احسب ي و ۷ 
نضع 7- هو 2 = وا » احسب ںا بدلالة 11 
2نضع 1 +۰۰۰ + ولا + ولا = Sn‏ 
2-]-عبر عن ,رک بدلالة 11 
7-ب-عین العدد الطبيعي ۸ حتی یکون 800 = يرد 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


كع الحل 

1-أ-تعيين الأعداد الطبيعية التي مربع كل منها 
يقسم 2009 

2009 7 

287 7 

41 41 

1 

2009 = 72 x 41 

ومثهءالاعداد الطبيعية التي مربع كل منها يقسم 2009 
هي 7 طا 


1-ب-حساب 6 و14 
لدینا 2009 = 35/2 + ره + 2ب و 0 < ولا و 


0 < ع 

بما أن (بربه) منتالية هندسية فإن: 
Uo 0‏ < 1 
2 1 =1 


(u, û) + Tia? + 352 = 2009 ومنه‎ 
a [u uo + 35[ = 9 
a? [u + ug + 35] = 72 x 41 12 


ومنه 2 = 2م أو 1= 2ن # 

اذا كان 2-1 

فان 1 = ۾ لان 0 < a‏ و7 
ومنه 9 = 35 + uy‏ + 11 


u - 1974 = 0‏ + من 


A= 7‏ 
VA= 7‏ 
5 1-7 
مرفوضلا € سسجس 2 ,ولا 
۹" 1+7 
مركقوضص]7 ¢ يح وميا 


ومنه 1 = ۾ مرفوض 


وخ 6-7 72 = 2ه (لأن 0 < ع) 
1 = 35 + ونه + ولا 
0 = 6 - 11 + ود 
A= 1- 4)1()-6( = 5‏ 
5 ۷۵ 
1-5- 
مرفوض و و 
لان 0 < و14 
فج لل درن 
` 2 02 
وا 2 = Uo‏ 


السلسلة الفضرر 
xX 7"‏ 2 = يريا 
2-التعبیر عن ,8 بدلالة 7: 

رک هو مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندسية ومنه: 


4 سه 1 
2= ږو 
اشاح 1 
6 5 
اق ت 1 
Sn = 3‏ 
یس تسس اتکی بر 
7-ب-تعيين العدد الطبيعي 7 حتی تکون 800 = ,5 
0 = 5 5 
اح 1 +771 
0 < سس 
0 = 1 - 77*1 
2401 = 7۳۶ 
باستعمال طريقة التحليل نجد 
7 2401 
7 343 
7 49 
7 7 
1 
وق 4 = 2401 
۷ 74 س 1+ 
ومنه 4= 1 + 7 
کی 3 < 7 
ومته قيمة 7 هي 3 
2 9 تفني رياضي 


الموضوع الثاني التمرین الرابع 
5 حل المعادلة التفاظاية: 20/7 Jy 5356 (In‏ 
2- نسمي م الحل الخاصی لهذة المعادلة الذي يحقق 

f )0( =1‏ ۰ عين عبارة (مر) ۶ 
71-3 عدد طبر 
3-- ادرس بواقي القسمة الاقليدية ,على العدد 2۳ 
3سب- استنتج باقي القسمة الاقليدية عاي 7 للدد 
f (2009) - 4‏ 
4- احسب بدلالة م المجموع ,5 حیث 
Sn = f(0) + f(1) + “+ (‏ 


4-ب- عين قيم العدد | لطبيعى بر التى يقبل من 
القسمة على 7 از التي 


أجلو 


4112 ( 


r 


للمموي د و هه تسام 
1 دلة التفاضلية من الشكل بره = “بز 


1 | u 
دول هي الدوال من الشكل “*مء = بر‎ © 
عه 2 = ل‎ 
کح رس سج قن‎ 
f(x) تین عبارة‎ 
f(0) =1 ایینا*‎ 
۶) - 2و‎ 227 
۶(0 ( = e٣2 = ق‎ 
f )0 ( = يج‎ 


بلمطابقة نجد 1 = ء ومنه "6*1 = (×) f‏ 


3 


3دراسة بواقي قسمة الاقليدية على 7 للعدد 27 
2 مج سس سيفب جڪ >><< ري ي 


=0 2° = 1]7[ 

27 = 21 و 

[4]7 = 22 172 
107 = 23 قرع 

دور القسمة هو من الشکل 3 

2 < | 36 136+1 [3+21 ]3[ | 


| اي | # | 2 | 1 | 5 7/2۳ 
البواقي ل "2 على 7 هي: (4 :2 :1) = 7 
3-ب-استنتاج باقي القسمة الاقليدية على 7 


لدد 4 - (2009) f‏ 
لدينا: 2 *م = ))۶ 
g20091n2‏ عسم (2009( f‏ 
f (2009) = n‏ 
أي 9 = )2009( f‏ 
نا 2 + (3)669 = 2009 
من الشکل 2 + 3 
ومنه [4]7 = 23۸+2 22009 
9 [4]7 = 22009 
[0]7 = 4 - 22009 
دمنه الباقي هو 0 ۱ 
حساك بدلالة م المجموع رو حي 
بي ® "+ FO‏ +(0)/ يد 
5 2 د 
gn 2"‏ / 
5 ۳ = 
هله 
معزار 2۳ = f (n)‏ 
f(0) =‏ 
f(1) =2‏ 


مواضيع شعبة تقني رياضي 
f (n) = 2"‏ 


مات 28س ندج 2 ری 
ر“ برک هي مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندسية 
اساسها 2= 4 وحدها الأول : 1 = ون 
ومته 


سس ج ج ج ج چ ج ا ے 
4-ب تعيين قيم العدد الطبيعي و التي يقبل من أجلها 
٩‏ القسمة على 7 
کح وق 
م5 یقبل القسمة على 7 إذا كان [0]7 = ,5 
[0]7 = 1 - 2*1 
[1]7 = 2**1 
لدینا: مما سبق [1]7 = 23 
بالمطابقة نجد 1 -- 23k‏ 
n + 1 = 3k‏ 
n= 3 - 1‏ 
32 < ۲ 
ومنه قیم 7 هي 2 + 3k‏ = 7 مع لا ع k‏ 


”..54. بکالوریا 2008 تقني رياضي 


[5] الموضوع الأول - التمرین الثالث 
نعتبر الدالة العدديةم المعرفة على المجال [2 :0] 
بالعبارة 
ع 
1-أ- ادرس تغيرات الدالة ۶ر غلىالعجال [2 :0] 
ب أنشئ (6) المنحنى الممثل للذالة :في معام 
متعامد و متجانس (0:1,7) (الوحدم على المحورین 
وج 4). 
ج برهن أنه إذا كان [2 :0] ع × فان: 
[0:2] € (). 
2- نعرف المتتالية العددية (برل) على ]8 كالآتي 
0 = و1 أ 
Un+1 = f (Un)‏ 
2-ا- برر وجود المتتالية (,:)احسب الحدين 
117 وح۰1 
2-ب- مثل الحدود وبا ,وی على محور الفواصل 
و ذلك بالاستعانة بالمنحنی (6) و المستفیم (0) ذو 
المعادله × = ب[. 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
2۔ج- سم تخمينا حول اتجاه تغير (« 
إنطلاقا من التمثيل السابق. 


(u‏ وتقاربها 


۰ كل 
3-ا- برهن بالتراجع أن 1/3 > »1 > 0 من أجل 
عدد طبيعي :7 8 
3ب برهن أنه مهما يكن العدد الطبيعي 7 فان 
Un‏ > وجيرلا. 


ماذا تستنتج بالنسبة إلى تقارب (0)؟ 
3ج تحقق أن (/. - نح كلح > ۷3 ¬ رجملا 
بي من أجل كل عدد طبيعي 7 غير معدوم. 
”7د عين عددا حقيقيا ۸ من ]0:1[ بحيث 
kun - 3 ِ‏ > |۷3 - ۳9 
بين أن ناجل "!۱ ع 7 
|۷7 - ,با > | ۱/3 - ی استتج يبلا واا . 


مه +-11 
2 الحل 
1-1- دراسة تغیرات الدالة ] 


م معرفة على المجال [2 :0],پالعباره حل = (٭) f‏ 
م قابلة للاشتقاق على المجال [2 ;0 دالتها المشتقة 


١ مر‎ < 


) + (2 


نلاحظ أن 0 < (2) ”م من أجل كل [2 :0] ع رومن 


1-ج البرهان أن [2 :0] € ()] لما [0:2] ع7 


لدينا 2 22 0:5 

بما أن f‏ مستمرة ومتزايدة تماما على المجال 

[2 :0] € × فان 

۱ f(0) > f») > ])2( 

أي ج > (0] > 

ویما أن [2 ;0] ع ۳۳ فإن: 2 > (2)/ >0 
#ومنه من أجل كل [2 :0] ع × فان [2 ;0] € (0] 

2-- تپریر وجود متتالية (,مه) 

بماان الدالة"م)معرفة من أجل كل × من 1 

1 © () رو 21 یه فاننا نستطیع تعریف متلا 


2uf+3 . 


() ب: کب )ر = ربمن 
حساب الحدين 1 ف 112 

لدینا* Zug+3‏ زد 

11402 ۲ 

2-ب-التمثيل على المحور السابق الحدوا 
0 112 


2-ج- التخمين حول اتجاه تغير () mM‏ 
() تبدو متزايدة تماما ومتقاربة نحو 
تقاطع (60) و (ه) 


0 > الخاصية 1/3 > ببلا‎ (Mm 
7: = 0 نس بن سحة الخاصية من أجل‎ 
3 
إذن (7)0 محققة‎ 0 > uo > 5 
p(n + 1( (م) م محققة ونبرهن أن‎ 


لدينا: 

5 

نفرض أن 

نا من الفرضية3/ ک ببلة >> 0 ۱ 

وبما إن م اثر ومتزايدة تماما على ٩‏ فان 
مت ا < F00)‏ 0 

ومنه ۷3 >> ہہ > ۵0 آي (1 + ")م محفقه . 


1+1 > Un 
ص ویو کچ بے‎ 


لدينا: aaa r‏ )+۷ 
2- 2+31 
Un+2‏ 5 
ھ3 ے 
۳ 7 
(بی- 65 (5جج) _ 
Un+2‏ 0 
لدينا من السؤال(3-أ-) 1/3 > u‏ > 0 
ومنه ¥3 + uy‏ < 0و 2+ 1 > 0 
u, < 0 1‏ - ۹۷3 
ن 0 < يبلا - وبيبلة ومنه يبلا < با 
قارب پرله: من نتانج السؤال 3-ب- 
نجد أن له < وپ ومنه المتتالية (بمه) متزايدة 
تماما ومحدودة من الأعلى بالعدد 5 فان (يرلة) 


ه 


متقاربة 
3ج التحقق أن 
2-3 
(۷2- »)وم ک 8/ذ- و 
معناه نين آن: 
0 2-3 
1 9 - جيربلا 
لدينا - 2-3 
زمنه: 2 وله ده 3 - وپیلا 
3- 
٤ E)‏ چ 3+ »20 
2 + يرلا 


کته و ٣3‏ 2 چ _ 3+ 2۷ 
2 ا 2 
n‏ 
0 > 0= 


3-د- تعيين تلل حقیة 7 من المجال 1 0 CE‏ 
V3] > ۲-۷3 7‏ = یی 


نا 3- 
هد (1/3- (u‏ یت = ۷3 - يبرن 


2+ 
بإدخال القيمة المطلقة نجد 
3 - 2 
lu, — ۷3|‏ ۳ = |۷3 - جوا 
ولدينا: 5 > به > 0 


2 > ينه‎ + 2 </3 + 2 
2 > lu, + 2| > 5+ 2| 


باستعمال المقلوب نجد: 
۳ ۱ 1 1 
un + 21 2‏ ۳ 2 + ۷3 
نا“ [۷3- جمد 55 1 
تست DE‏ »| 3/-2]| ]2 يرن 
lun+1—¥3| 1‏ 


2 > لحو »ات 2| 
ومنه ۷3 — ln‏ بر اعا > |3/- 598 


جبه 


مود 
< ]¥3 - يي ... lin >t | -3[ x‏ 
[ ۷3 - میا × |۷3 - ہا .. ۳و 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


السلس 
- استنتاج ,1 11111 
ع + n+‏ 
اي |3/- من[ ۸6۳ > |۷3 - lu,‏ ناد .ولا ماع 
ونتحقق من صحة (1 + )2 لدینا 


اي ۷3 — می| ۳+۱ > |۷3 = lias‏ 
لدینا: |۷3 - من > |3/ - u,‏ 
بالضرب فيم نجد 
kun — ۷3| > k”**|uo — ۷3|‏ 
لدینا مما سبق |۷3 - ,| > |۷3 - ۳ 
ومنه [۷3- م۳۴ > |۷3 - بر 
- وأخيرا |۷3 - مں| “۸ > |3/ - | من أجل كل 


عدد. ظبيعي ۰( ع ۸ 


مواضيع شعبة الریاضیات 


فيك الفضية 
- 55, بكالوريا 2021 الرياضيات 


الموضوع الأول-التمرين الأول 
زرتتالية العددية (یبدا) معرفة ب : 3 ح ولا ومن 
1lun+t4 .‏ 
أجل كل عدد طبيعي 7 : 2 


Un+1 1 >‏ 
)| تحقق أنه من أجل کل عدد طبيعي :1 


27 ا 5 
صصح 3= Un+1‏ 


وی أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ : 
1- > 1 > 7 
ج بين أن المتتالية (بربه) متناقصة تماما ثم استنتج 


أنها متقاربة, / 
2( المتتالية العددية (,,) مكحوّفة من أجل كل عدد 
طبيعي ]1 ب: n‏ 
5 بين أن المتتالية ( ) هندسية آساکنهل 3,أثم 
اتب حدها الأول. 
ب۔ اكتب Vn‏ بدلالة جر تم اتج أنه من أجك کل 
عدد طبيعي :2~ 2 > 
ج. احسپ ,11 11121 
م 7-4 
3 تحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي : - مت 
ملاح < 
ب نضع من أجل كل عدد طبيعي 11 
(m-2) + ۰‏ «۱ + (2- بش 2۱ يد 
3 
۱ )2 5 سم ۳ 
صب پک بدلالة م , 
سس 
۳ کم الحل 
1-أ-التحقق آنه من آجل كل عدد طبيعي 7 : 
27 11 
1+ رسف E‏ 
7 ۰ 
بر 44u‏ 27 - 11 
4(-4u, +1) ۴‏ 
44u, + 6‏ 
اي )1+ 44u,‏ ` 
ولا )4+ 4(11u,‏ _ 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
f‏ ۰ 


27 11 
ع a‏ 
1-ب-البرهان بالتراجع أن : 1- > رنه > 2- 
نسمي (2)۱ هاته الخاصية : 1- > ں > 2- 
نتأكد من أجل 0 = ۾ 
أي (2)0 محققة 
نفرض صحة ()2 حيث 1- > ں > 2- 

ونبرهن صحه (1 + )م أي 
71 > وبولا > 2- 
لدینا من الفرض 1- > ,نه > 2- 
بضرب في 4- واضافة 1 نجد: 
9 > 1+ با > 5 
تا الما ةيانج > >= 
5 ا 
کے 27 2 
20 )1+ ,40-4 36 
باضافة 3 - نجد : 
7 ۳ 27 و 
5 )1+ 4 4 
1ع > 2- اذن 1- > Un+1‏ > 2- 
أي (1 + )م محفقة 
ومنه مز«أجل کل عدد طبيعي ‏ فان : 
4 1- > ولا > 2— 


۱+1 7 


: 1= سس رل 5 


مب > - 


حتی تکون متناقصه تمامااتکب 
Uf < 0‏ ۱۱1 
4 + رد11 7 5 
A‏ ی ar‏ 1+ 
70 إن ١‏ 
10u, + 4‏ + لا 
44-1 - 
اشارة الفرق من اشارة البسط : 
نحسب ۸ : 0 < 36 A=‏ 
1 
Un, = -2‏ 6 يواه 


بما أن 1- > ند بوك ان 0 > Un+1 < Un‏ 
ومنه فالمتتالية (») متناقصة تماما 
2-أ-إثبات أن (,«) متتالية هندسیه :_ - 
حتى تكون (ہں) متثالية هندسیه يجب” 

171 جج‎ Un 2 0 


2 4) +1) =4 + 


112۲ 


مواضيع شعبة الرياضيات . السلملة و 


=u, 1 

_ 22u, + 8 - 4u, +1 
.تست ات‎ 
111, + 4 - Buy, + 2 


11 
18u, + 9‏ 5 3 
uy +6‏ (2 وس «۱ + + 
1 1 9 _ 3 
0 ) م 9 ویو ونعلم أن 2 و د ۱ 
اذن ” ما3 Vn+1‏ بالتعويض نجد : | 
ومنه امه (ر) هندسية اا 3 = ۾ وحدها (منتح)صا + (vo) + In(=v,) + ٠.١‏ 
الاول ونه حیٹ 4ج لمن = ون لدينا 3۳ × 4 = ول 
0 


ومنه 213 + 124 = In(-v,)‏ ۱ 
ومنه ((بنه-)15) متتالية حسابية أساسها 3 ,: 
الأول 4 مآ 

= n4 + In 4 +۰۰ [n 3) : ومنه‎ 


2-ب-كتابة عبار ةالحد العام ل (,ن) واستنتاج أن: 
3 
من >" ل لوت 
كتابة عبارة الحد العام : bq”‏ << ير 


۰ دي 1 ۳ 71 
اي أن 1 يل و (2123 + 4 م[ 2) سس ديد 
م 25 2443# = 
لدينا 3 = 17 ۳ . ۰ 00# 
7 سند r‏ .6. بكالوريا 2021 الریاضبات 
pln + 2177 = 2 1‏ 7 : 
ومنه 1 + 2~ = (2 - )و ' الموضوع الثاني-التمرين الأول 
ون +2 :1 
نواعت پا الَتتالية العددية (ر) معرفة ب : 1 = وبا وهنا 
۱ 1+(4«37-)2- _ 4 1 : 
ي Un ۶ _4x31-2‏ کل,عدد طبيعي 1 ۰ 2 + 2 = يبا 
-8x3"-1 2‏ 
اذن Un <= 24x3‏ 1 بر هن بالتراجع أنه من أجل كل عدد مج 
وو ل ا و کے 2 ih‏ :0 ۱ 
> ته ب- بين أن آلمتتالية (برره) متزايدة تماما ثم 
2+47 3 آنها متقاربة. ۱ 
9 ۶ - و۷ 2 المتتالية العددية (رزن) أمعرفة على ١‏ ** 
2-ج-حساب ,2 Vp = 2 - 4 : lim‏ 
6 + بغر 


پسسسسس ف 


- 2| = -2 
رت‎ 5 + 4 x 37 


lim | = 0 : لان‎ 


241-71 00+ بر 


3-أ-التحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي 0-6 


: 7 
3 - 2 = - 17 
un + 2 
22 E E2 
un + 2 7122-1 


1 
أ- بين أن المتتالية ( س) هندشیةساسه ج 
حساب حدها الأول. 


لحري 
ب- اكتب عبارة بو بدلالة م ثم یتنج 


ره + ... چ 2 + ۰16 

أ- بين أنه من أجل کل عدد طبيعي 7 ' 
ود 2۳+2 × ۳ ہے 

يي و 

2" 5 


۲ ین أنه من اج تن‎ 
PGCD(2"; 3 + n x 2"*?) = باه 20 6م‎ 
PGCD(2"; 3 +n x 2"*2) = 1 E: 3 


ب تي هد الطبيعي 0 التي من أجلها يكون: 
ره جد کد 3 


TT 
عن بتر الحل‎ 


.]يهان بالتراجع أن : 2 > » > 0 


مي( ,هه الخاصية : 2 > 1 > 0 
اک من أجل 7-07 11 

ug = 1 4‏ > 0 
رمنه (7)0 محفقه 


ننرض صحة الخاصية (۳۳]00: 2 > ,رن > 0 
برهن صحة (1 + )2 أي 2 کب > 0 
لينا 2 > لا > 0 

بلتربیم نجد 4 > 5 > 0 

ل ۲۷ 1 ۳ ۱۳5 
بلضرب في < نجد 2 > وا > 0 باطافةا 2"تجد: 


2 1 
4 > ولا 24 > 2 


بالجذر التربيعي نجد 4" 


2+2 > ۷2 و 1/2 > 0 


و2 > و3 + 2 > 0 

: 2 > بوتا > 0 اي (1 + )م محققة 

رنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ : 2 > ا > 0 
بیان أن المتتالية (,مه) متزايدة تماما ثم 
استاج أنها متقاربة : 

لك نكدن (بردر) متتالية متزايدة تماما يجب أن 
U, > 0‏ = يبيبلا 

خبب : 1 

١‏ ملا - Uy = 2 + Zu‏ 7 نيا 


قلا - ب + 2 


یی الاي 
+ 3 + 2| 


2-3 


ی س“ 
+ وب + 2| 


(- 3)4 
سس سس سس — 


2 + 3 + Un 


المتتالیات من الالف الی الياء 
۷ > 0 فان 0 < 


بما أن 2 > 


Unr1 7 n 


بما أن (,,:1) متتالية متزايدة تماما ومحدودة 
الاعلى بالعدد 2 
]| حيث 2 > | 
2--اثبات أن (,رن) متتالية هندسية : 
يحت آن تحقة ٠‏ 

@0 © ل تلحلق ۰ 4 × 1 = 1ب0ا 
لدینا : 4 - 1 = vq‏ 


0 من 
(u, > 2)‏ فهي متقاربة نحو نهايتها 


ومنه : 
1 
#3 241 > 4 - *(وبیلا) = وبين 
1 

1 

n+ = Un X3 
ورفقه (جنة) متتالية هندسية أساسها 2 وحدها الاول وس‎ 
70 = حيث 3- = 4 - چ‎ 


2-ب-كتابة عبارة الحد العام ل (,) بدلالة ‏ ثم 


استنتاج أن: "((3- 2 = tn‏ 


لدینا 4 - 1= وا 


7 


منه 4 + “يبلا 


إنن 4 + ")4ا = 


2۔جحساب ں 1110 : 


من +11 


n 


1 1 ۲ 
ود im,‏ من 


lim )-2( = 0 : لأن‎ 


من ++ 
3-ا-بیان أنه من أجل کل عدد طبيعي ۸ : 
nx 21142 ۳۹ 3‏ 
۳ - رد 


لدینا : تب + ..۰ + 12 + ۷6 > رک 

و 4 - 2 = ون ومنه 4 + بت = لا 

يعني ان 5 

Sn = (vo + 4( + (vo, + 4( +... + (vy +4) 
Sn = 4(n + 1) + vo + vy + + vy, 


{119} 


نت 


الریاضیات 


مواضیع شعبة 
ون + (1 + 4(n‏ = را 


0+7 
أي ۳ 


09-1 
10141 
Sn = 4(n + 1) - و‎ ۳۹ 


> ی = رگ 

ومته [1 - )0+6 +۰40 
1 = رو 

n 4 + 1) + 6) -1( 

Sn 240+ 1) + | 6[ 

5, = 4۰+ 3-2 

5 222 

n on 0 


: 1 3-ب-تبيآن”أنه من أجل كل عد طبيعي‎ 
PGCD(2"; 3 +n x 2727 PGCD (2";3) 
d = PGCD (23+ n 27+2( : نضع‎ 
خرال‎ PGCD(2"; 3) و‎ 
d = 26:3 + n x 2"*2) حيث‎ 

يعني أن 4 قاسم للعددين "2 و 2**2 × "+ 3 

-> ومنه فان 4 قاسم لعددين 2*2 ۱ + 3 و 


2 أي أن‎ ٠ 


n ۶ 2‏ ۰ 
- إذن 4 قاسم للعدد 3 ۱ 
(3 = 2۳*2 و - 2۳2 + 3) ۲ 
أي أن 4 قاسم للعددین 3 و 2۳ : 
اذن 4 قاسم ل ' 8 ÛD‏ 


(3 ;"2) 5661 = ۸ معناه أن ' قاسم للعددين 
۳ و 3 ومنه فان قاسم للعدد 2*72 × م د 2 
ادن '4 قاسم للعددین 2*۳2 × + 3 و "2 

إذن “4 قاسم ل 4 2( 

من (1) و (2) نستنتج أن : 


PGCD(2";3 + n x 2۳۳۶ = PGCD(2"; 3) 


: 3-ج استنتاج‎ 
PGCD(2";3 +n «<2"*2(- 1 
2660 )2:3( =1 


5 7 
2660 )2۳:3( < 1 


فان 
ولدینا 
اذن : 1 )2"*2 x‏ م + ۳:3 2۵060 
3-د-ایجاد قيمة م العدد الطبيعي التي من أجلها 
يكون : 2 < ,5 


1 ۲ 727۲۲23 
لدينا 2م ی ی 


PGCD(2"; 3 + n x 2۳۳۶( = PGCD(2"; 3) 


و 
2۳ 1 
و 
20 


58 أن یکون ۳ 83 = 7 _ 42+3 
99 _ 25123« 
أي و 2 
1 ع2 8 FR‏ 
بالمطابقة نجد 

3 +n 2۳۴2 - وو‎ 


3 
2 =8 
2" =8 
بالتعويض في 99 = 2"۶ × 1 + 3 ني.‎ 
"` gn xX 23*2 = 9 
32n = 96 
n=3 


وا ا 8 83 
ومنه قيمة 2 التي من أجلها س = ,5 هي 3 عم 


۱ .۰ بکالوریا 2020 ریاضیات 


الموضوع الأول - التمرین الأول 
الدالة العددية م معرفة على المجال [1,4] ب: 
4x + 4‏ 
2ج < (۵)] 

1-- أدرس اتجاه تغيّر الدالة م على المجال [14] 

1-ب. أثبت انه من أجل کل عدد حقيقي × من المجل 

[1,4] فان: [1,4]ع()/ 
- المتتالية العددية (پربه) معرفة بحدها الأول ولا 
حیت: 2= وبا ومن أجل کل عدد طبيعي ۸: 

Un+1 = f (Un) 

2-- وهن بالتژآلچم أنه من أجل كل عدد طبيعي (: 


un >44‏ > 1 
2-ب-أدرس اتجام تخیر« المتتالية (,,ية) واستنتج أنها 


متفاربة 
3- المتتالية العددية (,«),معرفة من أجل كل عدد 
طبيعي ۾ ما يلي: 


1ح Uu,‏ 
لك ح با 


4 - يبلا 

3-أ- برهن أن المتتالية (,و«) هندسية يلي عيين 
اساسها وحدها الأول زد ۱ 
3ب عبر عن الحد العام رن بدلالة م ؛ ثم استنتج 
ند العام 11 بدلالة م واحسب یر 
4- المجموع ,5 مغرّف ب: 

Sn = vo + و82 + و8‎ + ۰۰۰ ۲ Bn 
n بدلالة‎ Sn ا ...ا‎ 


2 
حتى یکون ‏ = ,ر5 
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> 
ت إلفضد 
ا بج الحل 


5 تجاه تغير الدالة م على المجال [1,4] 


رة وقابلة للاشتقاق على المجال [1,4] 


لل ب ةة 
وها لك 7 وري + 4+ (د - 409) _ یر 
۱ 2 - 9) ) = ۲۵ 
4+ ها 36 _ رم 
f(x) = 92‏ 
۳ تسج = ۲ 
رة المشتقك(2) "1 
رنه 0 < (2) "7 


آي ل الدالة م متزايدة تماما على المچال [1,4] 
للع ل حر رورس بج عسويو ون 
.ب البرهان أن من أجل كل عكر حقیقع × من 
بل( ]فان [1:4] € )£ 
بن أجل كل عدد حقيقي عر من المجال [174] 
[1:4] إذن: 4 > × > 1 
وبما أن الدالة م متزايدة تماما على المجال [4 :1] 
ان 
f(1) > f(x) > f(4)‏ 
4 + )4(4 4 + )4(1 


4 - ك 8 
f(x) > 3‏ > 8 
f(x) <4‏ > 1 
رمن من أجل [4 ;1] × فان: [4 :200]1) ۴ 


ج ج ی 
1<un <4‏ 

سي الخاصية :p)۸(‏ حيث 
4 > > 1 
ناجل 0 لدينا" 


1<2 > 4 5 
4 


p(n): 


رف 4< ug‏ > 1 
ار ()م من أجل + 

(نبرو. > ولا 1 :)7 محفقة 

أو إا (1 + )م من اجل 1 + 10 
امن و Un+1‏ > 1 


ك 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
4 > > 1 
من السؤال (1-ب) أن: 
لما [4 :1] xe‏ فان: (4ب1]ء(ج)/ 
إذن 
f (un)e[1: 4]‏ 
f(un) < 4‏ < 1 
Un > 4‏ > 1 
ومنه (1 + )7 محققة من أجل 1 + ۸" 
إذن من أجل كل لع فإن: 
ly, <4‏ > 1 
2-ب- دراسة اتجاه تغيرالمتتالية (,ں) 
ندرس إشارة الفرق ,رلا - ربا 
4un + 4‏ 


ا - E‏ ا وزیا 
11 
تلا + Au, + 4 — 9u,‏ 
را یں 
11 
Su, + 4‏ - لا 
نه Un+1 Un‏ 
n‏ 
(un - 1)(u, — 4)‏ 
5-3 ۰ - ولا 
1 
لدینا 
9 4 > لا > 1 
ومنة 
۰ 0 < بن - 9 


ومنه اشارة؛الفرق من إشارة الجداء 
۸( - بلا) (1 - (un‏ 
لدینا مما سبق: 
uA > 4‏ 
0 ,4 < 1 
و 1 < پا أي 60 < 1 - )بلا 
(un -4( > 0‏ @( 
ومنه المتتالية ى متناقصة تماما غلي المجال [4 :1] 
-استنتاج أن ,ره متتالية متقاربة 
فخا و متخالية متناقصة تماما على الک ]4 :1[ 
یما ال م 7 


ومحدودة من الأسفل فهي متقاربة نحو نهاية ] 


3أ البرهان أن (,:) متتالية هندسيه 
س ۳ 


7 مدا تست 


“< - 


2۳ متتالية هندسيه يجب تحهى 
جحنی تکون(,7) 23 
q‏ ۷ = بر 
Un+1 -‏ بیس( 
كت ووم 
Un+1 = 4‏ 
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مواضيع شعبة الرياضيات 
Aun +4 _‏ 


Sup =5‏ 5 
Bu, - 2‏ 1" 
1- لا 5 
Vn+1 TEY‏ 
۰ 5 
4 7 7 ۷+۱ 
ومنه (ون) مثتالية هندسية أساسها ت 
وحدها الأول محيث: 
E‏ 1 2 . 1 وه 
y-4 24 0 2‏ “0 


_____ وا چيه د 0اا 

3-ب-عبارة الحد العام Vn‏ يدلالة n‏ 

سس 00 
Vn‏ متتالية هندسية معناه* 


استنتاج عبارة Un‏ 
لدينا 2۸-1 = و7 ومنه 


1-4 ظ 
n — 3 = 14 1‏ | 
4v, - 1‏ = وس 00 لوا 69 (2-) ...+ 7( +( 3-) + 3-) د | 
a ie 5 nen 2‏ 
un (vn = 1) = 49 - 1‏ بى اررجميح متتالية هندسية أساسها 5 = ۾ وحدها 
4v, - 1‏ ۱ ول وا (منه: 
vn - 1‏ 3 اي بت | 
ومنه Sn = o: 1 q‏ 
5 1 1 5 ۱ 
E 2 4]-408( |‏ 
Un = 10 1‏ 5 2 
7 7218 ےہ 
n‏ 
5 2- د 2„ 
Un = 1 ۳‏ ۱5۳7 1] شب 5 
ا (2(8- (5) اج 
1+ 2 
11 
0 2 
2+ )2 4 
1 11 
7+ عع 


4122} 


۰ = 

وب العدديتان (ببنة) و (بنة) معرفتان على [1: 

+ a Ay 

ل 4 2 ES‏ 
(م 123( + Vn+1 = 3 avn‏ ۾ عدد حعيفي 

رتتاية العددية(جبي) معرفة على : 

Wn = n - ملا‎ 

ب) بين أن (,س) منتالية هتدسية-أساسها (1 - » 6) 

ج) أكتب عبارة س بدلالة و( و م» ثم عيّن قيم ي 

حتى تكون: 0 = W‏ 11151 

۱ ۱ ین 

فرض في کل ما يلي: 2 > ۾ > 2 

2-) أثبت أن المتتالية (بربه) متزايدة تماما( و انا (س) 


متناقصة تماما 
ستنتج أن (ہ») و (يرة) متقاریتان نحو نفس 
نپایه ], 


)بين أنه من أجل کل عدد طبيعي ۸: 

2= بت + ا ؛ واستنتج قيمة | 

4) أحسب بدلالة بى المجموع و حيث: 
2020 +۰۰۰ + ولا + ولا = S‏ 


كع الحل 


ساب س و س بدلالة ۾ 


تلط الام و 0 سب 


7 ولا - با = و ومند: 
u = 3 - )-1( =4‏ - ولا = Wo‏ 
رلا - Wı = vq‏ 
00 3 - 1) + وتات 3 = v1‏ 
v= 3 )3( + )1 - 3 ()-1(‏ 
1226-1 - ج 3 +1 -ج 9ح vı‏ 
u, + )1 - 3 100‏ 3 = ولا 
(3 3 -1) + (1-) 3 = ولا 


3 
5 +1261- = ج و- 3 +ج 2-3 ولا 


و (126+3-) - (1 - ي 12) = ون 


7 
6 - 3 -» 12 + 1 - هع 12 - ۷۱ 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


7 
لك ) متتالية هندسية أساسها 


لس ا سس سییر سس 


-حتى تكون (,۷) متتالية هندسية يجب تحقّق: 
Wn+ı 2 ۹‏ 
Vn+1 7 1‏ = 
au, + (1 = 3 @)vn)‏ 3( - جا 3 0 n‏ 
GU, = 3 CU - Un + 3 Qn‏ 3 — برلا + aun‏ 3 = 
Un 7 Un‏ ۲ يبلا © 6 = CU,‏ 6 = 
(Un - un) + (Un > n)‏ 6 = ربا 
Un) > 10۳0 > Un)‏ = م6 6 = Wr‏ 
1)(Un - Un)‏ - ¢ 6( = يمينا 
Wn+ı = (64~ 1)Wn ۰ ۰ ١ ۱‏ 
ومنه (پر) متتالية هندسية اساسها 1 - ۵ 6 = ی 


1-ج عبارة ,س بدلالة ‏ و ي 


(,10) متتالية هندسية: 
Wn = ۷۵۳‏ 
۲ ")1 — م 4(6 = Wn‏ 
تعیین قیم ۾ حتی نکون 


lim Wp = 0‏ 
مه +-11 
یکون 0 = ,۱ lim‏ 
مه +1 
معناه أن 1 > © > 1- 


0 > 6 > 2 , 


۰ 


2 
0 > 0 >- 
4 6 ۳ 


1 
> > 0 
, وین 
وق ] ,0ع » 
2-]-البرهان أن (ببه) متتالية متزإيدة تماما 
د م ,1 1 
ندرس إشارة الفرق Un‏ — وب کیب 71 a‏ 


aun + (1 — 3 avy —‏ 3 عرلا مرجملا 
ب( 3 -1) + 1)(un)‏ - » 3) 2 

= (1-3 با(‎ - )1-3 au, 

(بل - ب( 1-3( = 
۷۷( 3 - 1) ت 

q - 1)"‏ 4()6)(» 3 ¬1( = برلا - Un+1‏ 
ومنه شارت افرق بل - يبيل من إشارة 1,38 
لان و < *(1 - » 4)6 ومنه: © > م 


3 وے چک 
وبالتالي: © - > © 3 
و بح > 3041 > 1*1 


لدینا 
Un‏ 


ا 


مواضيع شعبة الرياضيات 


1 
0 > -3 > 


—u, > 0‏ 
ومنه المتتالية (,,)ة) متزايدة تماما 
-البرهان أن (,,2) متتالية متناقصة تماما 
ندرس إشارة الفرق 
Un‏ = يرلا( © 3 - 1( + vq = 3 avg‏ — 
Un ¬ 3 CU" ¬ Up‏ + ,09 3 = 
يدرلا (1 - ه 3) - رن (30-1) = 
MR)‏ بوط) (1 - Vn+1 = Iq = (3 a‏ 
“>9 ,11 -» 3) = 
ومنه إشارة الفرق,هن إشنارة 1 - © 3 
و2 1 


رع 


1 
1 > - 
يه 2 


Un+1 


Vn+1 


1 
î 3 - 8‏ 
ومنه 0 > 1 - 6 3 
اي أن: 0 > ولا 7 Vn+ı‏ 
ومنه المتتالية (,,نة) متناقصة تماما : 


2-ب- استنتاج أن (,؛ة) و (ن) متقاربتان نحو 


نفس النهاية 4 
بما أن (,,؛ة) متتالية متزايدة تماما و ( ,1) متناقصة تماما 


و: 0 = (n - Un) = „im, WA‏ 1 ار 
im, Un‏ = 1 ار 
فان المتتاليتان )و( و د متقاربتان عند نفس النهاية | 
3-البرهان أن 2 = ,رن + ,نه 
نستعمل البرهان بالتراجع 
نضع الخاصية (7)71: 
vp = 2‏ + لا :() ۲ 
التحقق من صحة الخاصية (:7)م من أجل 
0 < 71 2 = 3 +1 = وا ويا 
تفرض صحة الخاضية (:7)م من اجل :: اي أن 
2= با + لا 
ونبرهن صحة الخاصية (1 + 7)7 من أجل 1 + « 
أي أن 2 = Un+1 F Un+1‏ 
+ ,نه( 3 - 1( + au,‏ 3( = وبورا + Un+1‏ 
aun + (1 — 3 au)‏ 3( 
ولا + و6۲ 3 + ,0 3 ¬ aun + Vp‏ 3 = 
نا 3ت 
2 = برا + Uy‏ = بو Un+1 F‏ 


ومنه 2 = بو Unr1 F‏ 
أي (1 + )7 محققة من أجل (1 + ) 
وأخيرا 2 = ,رز + u‏ صحيحة من اجل لا ع , 


] -استنتاج قيمة‎ 
۷ يبنا ۳ د‎ = | 
Un + Up = 2 
١ args 2 
l+l=2 
21 =2 
] << 1 
4-حساب المجموع 1122+ .. +11 + ولا = رک‎ 
Wn = Un د‎ Un 
وبالتالي:‎ 
lq - Up = -۱۷,....)1( 
Un + Up =2 ....... (2 
بجمع (1) و (2) نجد‎ 
211,1 = 2 — Wn 
(2 - Wn) 1 
ومنه‎ 


s(n) + (jn) +--+ (1f) 
S= )1+1+ ...+ 1) - 2 (wo + wy + ۰۰ W202) 


فى )2021( 
د عند الحنودن_- 
7 2 و2 - (1)2021 = 5 
ه و 6( -1 1_ ۳۳ 5 
۱ يتدج 1-6 4 21 
e-1‏ ل 2 - 2021 - 5 
[1(2021 باه 66 1= - 2021 = دک 


[1 - (6(۳۷/1)] ل + 2021 = 5 


وإهلة ليت المتتاليات من الألف إلى الياء 


ج موضوع الأول - التمرين الأول kez‏ 613 2 لزز 4+ 673k‏ = بر 
.ل المعادلة (8) ..... 1 = 673 - 505% 2 البرهان أنه من أجل كل (بر ,.) حل للمعادلة (ج 


مجهول 2:1) حيث × و برعددان صحیحان | "إن 2,7 من نفس الإشارة 
زات العم لدينا من أجل ONS‏ اد 

7< 3 = 2019 و 505 4 = 2020( ب من اجل ,در من نفس الإشارة أ ٠‏ معا 
إلاحظ آن: 4 یم ا سا ره اي موجبین 
من أجل كل ثنانية (رر ;») حل للمعادلة(ج) | أو سالبین معا یکون 0 < بر ۱ × ومنه 


أنه 
بل > 
ر ودر من نفس الإشارة )3 + /4()505 + x xy = (673k‏ 
ر تبر أتاليتينء(»٠)‏ و (ن) المعرفتين على ل 2 + 40396 + 3398652 - 
ا سيا حساب ۸: 0> 1 ع A= 02 -4ac‏ 
و + ملا = وب 6737 + n+ = n‏ ومنه 8 مه کے ,۲ 
اكتب ںا بدلالة م ثم اكتب وص بدلالة م حيث ۾ و چ 
م عددان طبيعيان 1 8 2 سس رس 2 , 
رن ام هذه الحدود المشتركة تشكلا مكالية حسابية ۴ 
3 نت مد خخ kı‏ مم- 
۳ بطلب تعيين أساسها وحدها الأول 
تم تون لوا كل عد طيحي ۾ بما أن 2 € / ولا يوجد عدد صحیح بین,»1 و ر) 
(Wn - 2023)‏ جوج = Xn‏ فان 0 < ر × × مهما يكن ,7 ع ۸ 
اهب بدلالة ر الجداء ریز ... ... و۷ .× = و 3- كتابة ےں بدلالة > و ون بدلالة م 
لدیتا 3 = و11 
ك الحل 0 + ينه = 0 
۲ 2 ومنة/(,) متتالية حسابية أساسها 505 
1ء حل المعادلة (ع) وحدها الأؤل 3 > ونا 
ln = 10 +n X505 2019 = 3 x 673‏ 
5 × 4 = 2020 505 07 + ولا = Ua‏ 
ua = 3 505a 4 x 505 - 3 x 673 = 2020 - 2019‏ 
إل ن (4:3) حل للمعادلة (8) وهو حل خاص | ولدينا 673 = و - دبا 
(E)‏ ومنه (,ن) متتالية حسابية آناببها 673 
لا سس......1ع روم - 39 وحدها الأول 4 = و9 
بر 1۰۰.2 = 673 x 505 - 3 x‏ 4 ومنه حدها العام 
17 له (1) مع المعادلة (2) طرفا لطرف 63 + وا = Vp‏ 
vo + B xX 673 1‏ = ۷ 
7 + 505 × 4 - 673 - بر505 6 + 4 = وا 
۱ 1 -1 = 1-4 تعيين الحدود المشترکه للمتتالیتین (,) 
5 5 9( جح 
0= )3 ا Uq = v8‏ 
6730 - )4 - (505 س 
505a = 4‏ + 3 
بو 5 673097 از 505a 6738 e SOS‏ 
إهنه < (5 2 
سني PGCD(673,505)=1  _‏ حلولها هي حلول المعادلة (8) 
از ×) مضاعف |_ 23 4 
الى م 673 keg‏ ` 3+505# -م. a= 673k+4‏ 
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مواضيع شعبة الرياضيات 


بيان أن الحدود المشتر كة تشكل متتالية حسابية(,,10) 


a = 4 ++ 8‏ 505 + 3 = ,اه ونا = هنا 
ومنه وحسب النتائج السابقة: 4+ 673k‏ = 06 


و 
حساب الحدود المشترکة: 


/ 6 ۷ 


8B = 505k +3 


k EZ Uc73«+4 دبعو مع‎ 
U673k+4 = 3 + ع/505)673‎ + 4) 
= 3 + 505 x 673k + 505 4 
= 673 505/6 + 3 


ومتلهالحدود المشتركة هي 


۰ 


Wn = 673 x 5057 + 3 


وهي متتألتةأحسابية اساسها 505 × 673 = ۲ 
وحدها الأول 7-2023 ربا 


4-ب- حساب الجداع ,× . 


۰ 2۰72 دم 


1 
( 2023 راص 


Xr = 05 


Wn نعوض‎ 


2023( 


X= I x 6737 + 2023 — 
X, = 673n 


حساب ر بدلالة 11 


x (673 xn) 
.X 7( 


۰ بكالوريا 2019 الرياضيات 


XK KK‏ 8 ۳ تم 
میم ۵4 (2 26 673( x‏ 1۱ × 673) خم 
مه 26 2 × 1) X‏ (673 36..... × 673) حم 
(673(0) = 


[3 الموضوع الثاني - التمرین الثاني 
(ا) متتالية عددية حدودها موجبة معرفة بحدها 
الأول »ا حيث 0 يزو وسن أجل کل عند طبيعي 


لاسر بز 


تحقه -تحقق أنه: مامتا سه یی اير مسوم بي 


پر" 


Un+1 7 


1سب.- استنتج الحد العام لا بدلالة و 


ی 


2تحقق 


أنه: من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم »7 
ug, = n(n — 2) + 1‏ 


3-عين قيم العدد الطبيعي و« التي من أجلها: 2 - م 


يقسم 5 


N 


4-أ-من أجل كل عدد طبيعي:: حيث 2 < م بين أن 


4-ب-عين قيم العدد الطبيعي 7 


1= بن :2 - PGCD(n‏ 
التي من أجلها 


(n ¬ يقسم ,رل(5‎ )n ¬ 2022 + 1( 


السار 


1- التحقق أنه 1 = ا - 

006 ۳ 5 لدينا‎ 
(m+n ه‎ unr = ln +1 
Ee 1 ومنه‎ 


17 
1-ب- استنتاج كتابة الحد العام tn‏ بدلالة پر 


لدینا: 1 = ا - نومه تاج 


متتااية حسابية أساسها 1 <- 7۰ 


وحدها الأول 0 = ۹/1 

ومنه 1 - ) = = 

ومنه نستنتج أن *(1 - ) ديز 

2 التحقق أنه 1 + (2 - 1)۸ = را 

لدینا 7 - ) = 
1 + 27 - 2 = 

ولدینا u‏ = 1 + 27 - 7۶ ح 1 + (2- ۱ 

ومنه: 1+ )2 — n(n‏ = ربلا 

3- تعيين قيم العدد الطبيعي :7 التي من أجلها2؟ 

يقسمها 5 -11 


لدينا: 2 - و يقسم 2 - و 2 - و يقسم 1-5 
زمنه يقسم (5 - «) - (2 - ۸) ومنه 2 - »2 
أي 2-2-3 کے 5 = 7 مقبول 


4 ح3-- 72-2 مب 1-  -‏ مرو 
لأنّ ۵ < 7 

1 < 7122 سه 3 = م مقبولا 

1 خيت ۵2 هم 1 - مقبولا 


ومنه مجموع قي المظلوبة هي (5,3,1) © 7 - 

4- تبيان أن 1 = و( 42 )۳660 

لدينا 1 + 27 - جا = و 
CD (una k2) = PGCD(n - 2,1)‏ 

حيث 1 هو باقي القسمة الاقليدية اأ /يعلي 78 

PGCD (u, (n — 2)) = 1 ومنه‎ 

4-ب- تعيين قيم العدد الطبيعي ۾ التي من أجام 


(1 + )27 - ۰) يقسم 5 - 1( 


n? — 27 +1‏ = يبلا CCD‏ 
2n)‏ ;1 + ی عنم = )1+ (un,‏ 
(n? + 1) - 2n‏ = دير على 9 
n? e me TTT‏ 
ومنه 1 = )1 + PGCD(ug;jn?‏ 
(») اولي مع (2 - ج) و (ږ) اولي 
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: الفضية 
- جم فإن (7) أولي مع (1 + 2(6۶ - ج) 
لح (2 - ۸) يقسم 5(u‏ - ) و (u)‏ 


.ا 1+ 

0 )2 -7) ومنه حسب غوص 
قی)(2 - :2) يقسم یت 

1 2 يقسم 5 - 7 مستحيا (2 > (n‏ 


لق ۳1 ۲ 

ار وشم 2-5 مما سبق 

و ور يقسم ۱-5 جه 3= او 5 < « 
او 1 < 11 


زه ی قيم العدد الطبيعي م التي من اجلها 
5 + 262 < ) یقسم ,»ا(5 - ۸) هي: 


و 1۳ و n=‏ 


61. بکالوریا 2018 الریاضیات 


© الموضوع الأول ى التمرین الأول 
م الدالة العددية المعرفة على المكال ]توه - [ب: 
1 + 262 
f(x) =‏ 


1 - 21 
( )المتتالية العددية المعرفة على ۸۷ بحدهاءالأول 


4 و‎ f (un) 
رلیکن(م6) التمثيل البياني للدالة م في المستوي‎ 
)0 الوب الى المعلم المتعامد والمتجانس (ر: ز‎ 
ر(۵)هو المستقيم ذو المعادلة × = نز (أنظر الشکل‎ 
) لمتبل‎ 


1 


اعد رسم الشكل على ورقة الإجابة ثم مثل الحدود 
۳ ول و یره على محور الفواصل دون حسابها 
”ذا خطوط التمثيل » أعط تخمینا حول اتجاه تخير 
ملع (un)‏ وتفاربها 
“دهن بلتراجع آنه من أجل کل عدد طبيعي ۰71 
ln >‏ > 3- 

خن أنه من أجل كل عدد طبيعي 71: 


المتتالیات من الألف إلى الياء 


3 n 

lim u, ثم‎ u, +1 > -2 8 
۱۱+ E ۴ 

اع Sn = Ug FU ۴۰۰ Un‏ 
-بين أنه من أجل كل عدد طبيعي «: 
D+ (u, + 1( + + (u, + 1( 0‏ + مم > [1- ")| 
واستنتج يرى 12[ 

مج 


4 


س == 
۱ 


التخمين: (17) تبدو متزايدة تماما ومتقاربة نحو 
فاصلة نقطة تقاطم(م6) و (۵) 


2 البرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي :7 


فإن: 1- > بل 5 3- 

نسمي الخاصية: 1- > يرلا > p(n):-3‏ 
لدينا و وزو 1- > 3~ FS‏ 
زمه 1- > ولا > 3ك 595 
ر منه الخاصية( هم محتقة من أجل كيه" م 
نفرض أن ()م صحيحة ونبرهن أن (1 + 201 
۳ فرص اس پچ کیک 

٠ ۰‏ | 
اسب و متزايدة تماما على]1-:© - [ 


Snr > -1 
من‎ -3 > 


وعليه أجل كل عدد طبيعي :7 


. ومنه 1- > يبلا 


مواضيع شعبة الرياضيات__- 
3-أ-تبيان أنه من أجل كل عدد طبيعي ۾ فإن: 
(uy + 1)‏ < 1 + وبين 


1 + 1 


1 <- وا 


= 1+ وبولا 


+ 1 
Un 7 

n 5 ات‎ 

hE ( 7‏ ا 


(3- + - 
بصم ) (1 + ا = 
دا n+1‏ 
اوا 
لدينا 3- > un‏ 
U +330 e eens (1)‏ 
و }= > Uq‏ 
)2( مس م 0 کی + ولا 
و(3) سس ۵ >2حر > 1- un‏ 
من (1) و(2) و (3) نجد: 
un f1 >o‏ 
/ 4 7 سب - 7 


3 . 
وعليه 0< (1 + )1-2 + وبين 
23 3 
إذن )1 + )+ > 1 + un+ı‏ 


3-ب استنتاج أنه من أجل كل عدد طبيعي بر فإن: 


n 


لذ 


3 
u +1 <-2)‏ 
ال 3 3 
ااي وتا (3) 12-2 + s(iu,‏ 
N e‏ 
لدينا (2)2- < 1+ وه 
3 ۱ 2- < 2- ومنه (7)0 محققة 
فرص أن (7) صحيحة ونبرهن أن )1 + p(n‏ 
محققةه 
اه n‏ 
لدينا من الفرضن (2) 2- < 1 + ,رنه 
. بر 111 
بالضرب فيج نجد: ‏ (2)5- < (1 
ولدينا مما سبق: (1 + (un‏ < 1+ 
31+1 
وعليه (( 2- > 1+ ıı‏ 
أخير 3١"‏ 
واخير (3ّ) 2- < 1 + ,دمن أجل كل عدر 
n‏ 


3 
> (un + 


Un+ 


7 


3 
Uns + 1-2 ملا)‎ +1) = 


rl 


2 - 1 <S ورلا‎ RO 

3 4 ۰“ ۰ 2 5 

ومن جهه احری دجد ان: 1 
(2 ...1 > نو ی م۲ 

من (1) و (2) نجد أن 1- > ,ره > 1 "ان 


¬ امال 


ومنه 1- > لا 52ذ[ > 
+114 


ولدينا 
۳۳ 2 ۱ 
دع | 0 2 
ن 0 لب im,‏ 
ان 1 > + > 1- 
ومنه حسب النهایات بالحصر نجد أن 
lim un = -1‏ 
0+ +¬ 


4- تبيان أن: 

J | جوم د‎ D+ C+D ++ +0 

لدينا 1- > ره 1 
ا آي.0 >1 + ينهد من أجل کل 6۱« 

ومتجموعة أعداد سالبة هو عدد سالب 

وعليه 

+ 1( + (u, +1) + ۰۰۰+ (ur + کر(‎ ^41) 

وجدنا یق )€= < 1 + u,‏ 

0 | 

ي (2)2- < 1+ وا 

1 

(2) وا 1 
1 < 1+ إلا 


11 


)2 8 ْ 
14 — 2 ۲1 يبلا 12 


بالجمع طرفا لطرف نجده ۱ 
ERD ss‏ 
0 


0.0-01 


Û‏ 2-. ماي هندسیة آنناسفا ود 


هی مایت من الف إلى اياء 
9 5 د(6) التمثیل البياني للدالة ۶ في المستوي المنسوب 

ف < (1 + (uo +1) + °+ (u,‏ الى المعلم نی و ی لمنسوب 
1-- احسب lim f 69 lim, f(x)‏ 


۲-0 
1-ب. بين أنه من اجل کل × من المجال ]مه + :0[: 


1-3۲ 
5 


هت 


(uo عد‎ 1( + ٠٠١+ (u, +1) > و‎ 1- ) 1 


ود )#1 ug‏ .جرب : 
(ug + 1( u <5] - 11‏ دك )"م 
بن (1) و (2) نجد: واستنتج اتجاه تغير الدالة ۶ ثم شكل جدول تغيراتها 


3 n+1 
16 -1| > زوع ين ++ + م‎ > 


استنتاج Sn‏ لال 


00 0 4 3 نقد * 
من نج 39 تن 7 2+1 3 
)+++ + يع o + D+‏ > |1 - 16 


2- بین أن 1- = 3 - lim (xe‏ 
مه + بن 
(يمكن وضع - = ) ثم استنتج أن المستقيم (۵) 
ذو المعادلة × = برمقارب للمنحنى (62) بجواره+ 
3-11- الدالة العددية المعرفة على المجال ]مه+ :0[ 
1 


h(x) = 2-1 + ب م‎ 0 -» 40 #١. 
۸ کح 4 3-- احسب (2)/ زا وادرس اتجاه تغيز الدالة‎ 
2 مه + ب‎ <0 
[0: واستنتج إشارة (×)۸ على ]مه+‎ 271 
یوک | - 10 3-ب- تحقق أن: («) 2( + 1) = × - (2)/ ثم‎ + + (> 


استنتج الوضعية النسبية ل(م6) بالنسبة الى 


11۳1 3 
-(n +1)‏ > رک > (1 + ) - 1 - 16 المستقیم(۸) 


۱ ۱ ۱ 4 4-ارسم المستقيم (4) والمنحنى (62) 
دلج ول < pS‏ ”ب (نأخذ 1,73 = f)‏ 
ولدينا مب ت )1+ 00> „lim‏ 5-(رید) متتالية عددية معرفة على "۸۷ بحدها العام 
TT 1 2 < ۹ 3 ۲ : “Us‏ _ 
رمنه وحسب النهاية بالحصر نجد أن: با كي 2-2 چ = با 
مه 5 تفا 5-ا- اكت وة بدلالة ۸ ثم بين أن المتتالية (,رنا) 


هندسية يطلكوتعيين اساسها وحدها الأول ,ا 


)۰ -ه-ه 
ریب 0-0۶ 
ا O‏ 


جي الحل 


[-1- البرهان أنه من أجل ]هه+ :2:6[0 
(x+1)(2x +1) 1‏ 


.2. بكالوريا 2018 الرياضيات 


§ الموضوع الثاني- التمرين الرابع 
"و الدالة العددية المعرفة على المجال ]+ ;0[ ب: 
1 
۳ 1 -* 2(6ج + عر + 1) = g(x)‏ 
ن أنه من اجل کل × من المجال ]مه + :0[: 
سم (1+ 1()2:7 + £( 
2 


۳ 2 = () 9 
رك اتجاه تغير الدالة و على المجال ]۰0+ :10 
یذ أن المعادلة 0 (بر)ي تقبل حلا وحيدا » 


89 )( - 


1 5 لے .8 ام‎ 
g'(x) < )1 + 26 6 *)1 + x + ×) 


۹ 1 البو معو عد 1ل a HIR‏ میم 
رس > 09راستتج إشارة(:) وعلی o LE‏ ۳۳۳ ات 
ان , 22 + 2×3 
العم الدالة 5 گت t1‏ خ) - 9 
العددية المعرفة على المجال ]مه+ :0[ ب: 3 2 
2 1 2 1ع _- و 
f(0 = + )1 + 7‏ و 


مواضيع شعبة الرياضيات 
د )1+ 2( ۳ ماو 
تم 2× 

-استنتاج تغیرات الدالة و 

ندرس إشارة () 9 


0 < ۶ عی ]+ 0[ و 0 < 1+ 22 محفقه 
دائما 


ومنه و متَؤَاقْدة تماما على المجال ]مه+ : 0[ 

2- اثبات أن ()واتقبل حلا وحیدا :6 

بما أن الدالة و مستمرّة ومتزايدة تماما على المجال 
]1 :109 

ولدینا 

f(1) = 0.1 > 0‏ و €0 2-011 (0.9) و 
ومنه حسب مبرهنة القیم المتوسطة: 

0 = (ع) و تقبل حلا وحیدا ۵ حي 1 > ۾ > 0.9 
-استنتاج إشارة (2) و 


من جدول تغيرات (:)و ومما سبق نستنتج» 
a +‏ 0 
# 0 || )و م 


1-1- حساب نهایات الدالة f‏ 
1 1 
lim f(x) = lim 6 + 0+ (۵ 3‏ 
۵ + ب یر مه بو 
مل = 
کب 1 5 
lim f (x) = lim 6 + (1 + x)e 3‏ 
0جعر 20 
مود ع ۵75 41-1۷ 400 ¬ 


1-ب- بیان أن © = (٭)'f‏ 


کک ٩۹٩۰۰۰‏ ۳0۳۰ 
الدالة ۴ قابله للإشتقاق على المجال ]مه+ :0[ ودالتها 


المشتقه : 
ر ا د أ 1 
FO) < + x(x + 1(‏ 
1 1 
-1+x7e x+(1+x)e x‏ 
۱ 22 = 
()و _ * -1+(x?+x+1)e‏ 
دنت 


1 ستنتاج اتجاه تغير الدالة f‏ 

لدينا إشارة (:)"] من إشارة (×)و لأن 0 < 2× 
ولدينا من نتائج السؤال 2 نجد: 

اذا کان: 


۳ 


المرل ١ء‏ 


[ :0[ع × يكون 0 > (×)و ومنه 70 و 
ومنه (+)/متناقصة ج 19 ۱ 
]+ :0] ع × يكون 0 < (0) ومنه 0 

ومنه ()/ متزايدة ۳ 


2 بیان أن 1- 


-جدول تغيرات (×) 


1 


کو کے ہے کو 
۳ < ۶۶ : = ۶ 


> 
ومنه 0 - ] بے + ج عر 


1 
۲ متخ‎ - 171 _1 3 1 
!im (xe x 3 أي( + 6 ) سينا‎ 


..)1( 


)م = 
تذكير 
کا نع أن الدالدای = (۶) وهي داله قابله لا 
Re‏ 


۰ 
۰ 


ومنه وباستعمال العدد الشتی نجد أن: 


. g(t) - g(t ١ 
im 3 1 - g' (to) 
ع مات‎ 4 
tim 3D ¬ )0( - ۱ )0( 

0 2-0 

ام 
= ید lim‏ 
١ 1‏ وگ 
6-1.ى li‏ 
معتاه (2) ees oo‏ 31 م 25 ۳ ۱ 
وفي الأخير من (1) و (2) نجد ان | 
1 5 ۱ 


استنتاج الوضعية: 


[ 
× = رمقارب ل(,6) بچوار مه + معناه ١‏ 


0 = 0د - (F()‏ فلي 


1 
= lim (+ (1 + x) * -*( 


) 
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لے 
xe x -1‏ 


( 


ص + ب 2 


20+ 1-1 - 0 


1 ... 
1+6 -ج) ig, OD = flim,‏ 
: ناه تغير الدالة ‏ 
| 4 05 
ی على ]مه + ;0[= م( ودالتها 
شتا 1 


6 
1 1_ 
نن اشارة (م) ۸ ن([شارة )1 ۳ (e‏ 
0 1 
يرس إشارة ۳۸ تب 
, 1 


1 
اع 
رينه اه < × 6 
م < 2 
x‏ 
ومنه 0 > 
رنه 0 < (2)// إذا كان 0 > × 
و7')2>0 إذا كان 0 < × 


رنه ()۸ متناقصة تماما على 0 : 


-استنتاج إشارة 
لين مما سبق الدالة :7 متناقصة تماما و 
lim h(x) =0‏ 
+ سر 
ومنه نستنتج أن المنحني الممثل لها يقع فوق محور 


افواصل ومنه فان 0 < ()2/ غلى المجال] 6+ 10 


])( - = 3+ )1 + x)e x د-‎ 


1- 
) بیجع 


2 سس 
* عند( +1)+-1+0)1) - 
x‏ 


= ( 1+») (+e) 
= (1+ x) (L-1+e*) 


ليسم 2.٠‏ 01200 < 
:"6 لضعية (,6) بالنسبة ل (۵) 


لين رازه اوه 2 : 
“ل افرق بر - (یر)/ حیث 


فا ی (1(۷۵ + ) = f(0) - x‏ 
ينم ( + )و 0 < (ج)بز لما 0 < > 
^ (0/ إذن (6) یقع فوق (۵) 


5-أ- كتابة ,مه بدلالة 12 


7 6 n2 
ا و‎ n +1 
n 


( اف‎ 0 n2 
= n — 
n 11 + 1 0 ۹ 71 + 1 
n2 E یت 4ي‎ 

= e — 
n n+1 n+1 n 11 + 1 
لا‎ = * ۶ 

-اثبات أن (27) متتالية هندسية وتعيين أساسها 4 

119 ر 

1م ل 1-م<م _ Un+1 = e~(n+1)‏ 


ومنه () هندسية/أساسها 1-ع = ٩‏ 
وحدها الأول g1‏ = 1 
5-ب- حساپ المجموع پر بد لاله 7 


-)(»(- 3 +6 0-3 


في امجامیع من هذا الشکل نقوم بالتعامل مع مد 
الأخير ونحاول تبسيطه للوصول إلى الشکل البسط 


11 6 1 5 

_ 7+1 ہے 1 -(2)عت 

nî 7۸ 4+1 (n+ te 85 1 
2 


51 ع[ Wn =n‏ 
0 متتالية حسابية أساسها 1 م 
n‏ 


3 


f 124 + 


مواضيع شعبة الرياضيات ١‏ 

حدها الأول 0 = س ومنه که ١‏ ر 
رب + Sn = (u, + Ww) + (ua + Wa) +۰۰. + (tu,‏ سیب ج ۶ 
ومنه يصبح المجموع يرى مجموع متتاليتين حسابية 1-أ-بين من أجل كل |3 ع ر ر 


وهندسية ب يي يي جو جتن 21# 07 
Sn = (uy + uz + ۰-۰ + un) + (Wy + Wa + ۰. Wy)‏ نسمي الفرضية (1- "1)4 ے 9 3 
1-6 ۳ هه ۳ 3 1:17 ر 


7<ي - =0 = 1 
S, = e 13~ + 260+ -1(‏ 0ك اف ۶ عون 
EER‏ ومته )و محفقة: من اجل 0 پر 
(1 - ۱) < + ٦1ے‏ ۲ | نفرض صحة (۸)م من أجل كل لے .. 
قح اھ ے 1 
. - ۰ و Un‏ 
م( :63. بكالوريا 2017 رياضيات ونبرهن صحة (1 + )م من أجل زوع ٠‏ 
الاستثنائية س1 
ت ان ا 
[3 المواضوع,الثاني ‏ التمرین الثالث لدينا 1+ (1- "2)4 = ور ۳۹ 
نعتدر المتتالىة 2 ل 5 3 arl > n‏ 
نعتبر د (u)‏ لمعر فة بحدها ١‏ ول 140 حيث 3 + 4 - + 
0 = وبا ومن أجليكل عدِد-طبيعي ۾ › 3 2 


1 + اک Unf‏ 1 
1-أ-بين أن: من أجل كل عيد البيغي ۾ ا 
1 ۳ این 
(1 - "5(4 د لا ومنه (1 + )م محققة 


5 : -آخیرا من أ 1 
1ب تحقق أن: من أجل كل عدد طبیع ی غیں هدوم خيرا من أجل كل [8 ع : [1 - 4] 2 = ين 
« + العددان الطبيعيان ا و برا أوليين فیا بيئهي | 1-ب-التحقق أن: ا و ره أوليان فيمابينبها 
ا) المعرفة كما يلي: من اد نا: من 
ب 5-2 لمعر يلي: من اأجل-کل لدينا: من أجل كل ]8 ع م: 1 = 4U"‏ = ربا 
يي 2 > پا بد | #حسب مبر هنه بيزو العددان 1+1 » ا أوليان فبا 
2 ثبت أن المئتالية (,) هندسية يطلب تعیین ."نها _ _ سمش 
حد ١‏ 
سها و وحدها الأول ون 2أ-أثيات أن (,ر«) هندسية يطلب أساسها ودا 


لب عن المجموع رک حيث قمع 
مه شترا الأكبر للعددين الطبيعيين 1- 4 و 3 + AY‏ + يبيل - nı‏ 
e‏ الطبيعي م , باقي القسمة ده 
ری الطبيحي +« حتى يقب اعد ر 4-١‏ = )4(3 
ا ۳ 958 2 وهر ء الضرة ومنه (,,ة) متتالية هندسية اسار ۵6 ؟؛ 


1. 
Vo = Uo +2 < 7 وحدها الاول:‎ 


2-ب-التعبيربدلالة ر عن المجموع > 


3p 3n+1 1‏ 
0 8 +0 
ات۱ پو با 


1 5 عت 
0۵۳ - 1 ل- ۱( 
)1 4و ۳ 4-1 


0 نے بحل 


7 ۲ 4 

ت الفضيه : سح المتتالیات من الالف إلى الياء 7 
جح بل كل N"‏ © 7: -احسب بدلالة:: المجموح, وت جد حا 
.بين م 1 1:47 - 1 6 بین,رکو اک ,رکنم جد علاقة 
وهم = (1 - "1:4 6)4 | 2ب استنتج أن من أجل عدد ملي 


۱ طبيعي و: 
يد 1 »× 3 = 3PGCD(Un+1: Uy)‏ کے 5 x‏ 18 


Es 3-أ-ادرس حسب قيم العدد‎ PGCD 
العدد و ۶ الطبيعي ور بواقي قسمة‎ 1 1 1 
== 
2 a1 '؟ قا‎ ٠ 3-ب-عین قيم ۸ الطبيعية حتى د‎ E E. 2_1 0 
باد للقسمة‎ Sn على5 يكون‎ Un n 3 54 2 
پچ گس‎ 3u, = 4" - 1 
SMA < 414 ع‎ 1 J 


كع الحل 
0 
1-البرهان بالتراجع أن 4 7+1 = ,31 


نسمي ()2 الخاصية 4 - 7+1 = 3u‏ 
التحقق من أجل 0 = م لدينا 3 -70+1-4 
3 > ولا3 


ويية للعدد '4 على 7 
(نسمة دورية ودورها 3 
رنه من أجل /3 = »7 باقي قسكة 4۳,علی 7 هو 1 


, د ۵ ومنه (2)0 محققة 
رنه من أجل 1 + 3۸ = 7 باقي قسمة *4 )0( 


نفرض صحة (8)0 من أجل كل ۾ طبيعي 


أي 4 71 = 3u‏ 
0 38 > 4 4 2 21 
وی ی یت / ونبرهن صحة (1 + )م من أجل كل 1 + م اي 


_ 7+2 - 
کا 
قا i a‏ 
لدينا من الفرضية کک = پرفة 
7111-4 


4ب-تعیین قيم العدد الطبيعي جم حتى يقبل العدد ,,4/ 
لمرف ب: **36۳ - 672 - ,,95 = ,,4, القسمة 
على 7 
لبإ 36۳94 - ری 1 43141 = A,‏ 
د [4]7- = 3 ومنه [37+2(2]7) = 367+4 
أن(2)30+2 = 4 + 6n‏ 
زهنه: [3۳+2(۶]7) حا ووو س4 کے iE - 43n+1‏ 
]2[7 - 67 - 1 - 4 = بر 

A, = -1 - 6071 ١ 
-1 - بقل القسمة على 7 ) معناه [0]7 2 يرم‎ 
)-6 < 1]7[( ۰7 < 1]7[ أي‎ 611 = 1] 
و نوع عم‎ - ۴ 


. 2-28+2+"7 
وما ر = یلا 


أي 4 - 72 >= 3Un+1‏ 
ومنه (1 + )"محققة ومنه نستنتج أن 
4 - 7*1 = ا3 مَك أجل كل م ينتمي الى لا 
2-حساب ,رک 

HF 72 + ... +‏ الس Sn‏ 
رک هو مجموع حدود متتابعة لمتتالية,هندسية أساسها 
7 = ۾ وحدها الأول 1 


نت 7 
TT‏ 
5 1 ۱ 7251-1 
نر ار ع الثاني التمرين الأول س 
ار ر العددية (,) المعرفة على ل بحدها | _ العلاقة بين وك وم'ك 
ن أجل كل uy,‏ + ۰۰۰+ ولا + ولا + ولا = وک 
اطردز لدينا 4 - 7۳*1 = ,311 


بيعي 71: 
۰7+ 72 ب 7 +1 = پگ 
درا ۲۰۰4 Sn = Ug Fu,‏ 


السلسلة الف 
n - 1]5[‏ + "7 × *7 = 31 ۸ 


مواضيع شعبة الرياضيات 


4 م = 314 المناقشة 
8 سات وزاك 1-لما 4 = ۸ نجد 

+2 س‎ 24n - 31 = 72.74 + 4k — 1[5] 3u = 7° - 4 

7۸۶۶ - 24n - 31 = 72. )1( + 4k ¬ 1[5] 

+2 _ 24n - 31 = 4 ل‎ 4k — 1]5[ 

28 0 كا ومنه [3]5 + 4k‏ = 31 - 247 - 7+2 
رمل نالجع نهد اي أنه يكون [0]5 = 5 إذا كان [0]5 = 3 ۽ 
3u, + 310 +۰۰۰ + 3U,‏ + 31/0 | و [3]5- = 4k‏ 

۳ ع 7+۱ + 4 73 +4 ت 72 حل تست ات ومنه |2[5 = 4k‏ 
4 ولدينا [0]5 = 5 
روهام اس PT‏ | إذن ]526 دمر 
k = 315 9‏ 


k ما5‎ + 3, k' EN ومنه‎ | 354 = 7]1 + 7 + 72+, , +78 < 46 + 1( 


منه 242+1 = يو اي (3 + '/4)5 = « 
سس و خم سس بست n = 20 + 12: ' EN‏ 
2-ب- استنتاج أن 1 7۳7-24 18602 | ونا 41 4= 2 
تمیق (1 + 40 ,75 = 35 [1]5 -1 + 4k‏ + 72,74+1 = 31 - 240 - 702 
ومنه ((1 + )4 - ,6075 2 :6)3(5 4k[5]‏ + (72)2 = 
1 ص ال 4k[5]‏ + 3 = 
4 - 247 - لصب ۶6 185 [3]5 + 4k‏ = 


أي أنه یکون [0]5 = 5 إذا كان [0]5 = 3 + 4 


6 = 7*2 - 247-7 - 4 
4k = 2]5[ : 4k = -3]5[ 


1854 = 7*۳2 - 247 - 1 


2 ۳1 لدبنا - 
سس - ا اباي 4k‏ 
k= 015 7 E‏ +2 
n= 1:71 = 2]5[‏ / و 
E.‏ ۱0[ 
5 < 3:77 < ۲ 1 
[15 = *4:7 ده ومنه قي ; 1 +-(3 + 4 = 1 + 4 - 71 


n = 20 +13 سم‎ EN 
۱ n 3-لما 2 + 4ے‎ 
۳۶ رود‎ - 31 = 720724 4 + 2 - 1]5[ 
72. ويم‎ + 4k + 1]5[ 


و دج 2 [2]5 +4 = 
3-ب-تعيين :7 الطبيعية حتى يكون [0]5 = ,زک ا []0 ۹ 
ناخذ "6 يقبل القسمة على 5 أي [0]5 = م5 ونعين ۵ [2]5- = 4۸ ومنه [5]5 < 4۸ 
قيم 1 ي [3]5- = k‏ 
لدینا 18 اولي مع 5 ومنه [0]5 = ,"185 را 2 [2]5 = k‏ 
n+2‏ وم“ 2 5 = ۷۰ 6 ۲ 
اي [۵]5 = 31 - 247 - 7۳۶ . 2+ رب ا 
= 24 
ِ- هب وود n= 20/۳ + 10, ken‏ 
[5 < #في حالة 
n = 4k 3 -30 = 0]5[‏ 
> 31- 7 
Ak + 3 - ۳ 15] 1‏ + 946+3ج 72 = 31 - 24n‏ 5 
ومنه ۰ 


۹ 4134( 


3 < | 
7۳7-2 

n+2 2 و۵4‎ 3 

انع + 4k‏ = 1 - 247 - "7۳ 
لل بو اي [0]5 = 4 + 4k‏ 


n = 46۱ + شود‎ 
۰ n = 20/7 + 19 بر‎ 

او میتی قبل “5 القسمة على 5 

ربنه ليم 71 2 


n € ]20/ + 12,20 ':[35720ذ‎ + 10,20 + 4 1 
۸۲ EN 


عبط 
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21 الموضوع الاول - التمرین الراب 
و الدالة العددية المعرفة على المجال ]60+ ;0[ ب: 
g(x) < 1+2 + 7‏ : 
| الرس اتجاه تغير الدالة 4 
[-بين آن المعادلة 0 = (ع) و تقبل في 
لمجل|0,53 :0,52[ حلا وحيدا ۾ 
(-استنتج إشارة (م) و على المجال ]مه+ :0[ 
١‏ الاالة العددية المعرفة على المجال ]مه+ :0[ ب: 
7 + 3 
سس + = ()] 
)له البياني في المستوي المنسوب الى المعلم 
لد المتجانس (3:7: 0) 
تب lim‏ و )%( f‏ صز 
0 نفک 
۱ 08 أجل كل عدد حقيقي × من] ۰0+ :10 
از 
/ هر ریا 


4 


شل جدول تغیرات الدالة ۶ 


| 

1۳ برس , / 8 5 05 
رب ار ضعية (,6) بالنسبة على مستفیمه 
ر 5 


7 بين | م 
لب کر ۰ ()) يقبل مماسا (7) يوازي (4) 
سال ديكارتيه له 


۱ المتتالیات من الألف إلى الیاء 
4- نقبل أن (Cr)‏ يقطع حامل محور الفواصل في 
نقطتین صلتیهما ۲0 3 + حيث: 
23 > وعد > 0,22 و 3 > ۲۱ > 2,11 
آنشی (۰)7 (6,()۵). 
5- 71 وسیط حقيقي» ناقش بیانیا وحسب قیم :«؛ عدد 
حلول المعادلة: 

mx = 0‏ - 2101 + 3 
1- من أجل كل عدد طبيعي و« نضع: 


01م 
rO +x]‏ / = 
كني نایل کل ست یس رن 0 > u,‏ 
2- أعط تفسيرا هندسيا للعدد Uo‏ 
3- احسب ,رن بدلالة :7 
4- نضع: بدا +۰۰۰ + ولا + ولا + ولا < پرگ . 
احسب رک بدلالة 7 


که الحل 


1- دراسة اتجاه تغیر () و 
]+ (0[+ و2 دم[ 2 + 22 + 1 < g(x)‏ 
2x +‏ = رن 
( ٠ق‏ موجبة تماما على المجال ]0+ :0[ 
ومنة#إلدالة و متزايدة تماما 
2 بیان آش. المعادلة 0 = (د) و تقبل حل وحيد © 
الدالة و متزايكةتمِاما ومستمرة على] 0,52 :10,53 


ولدینا 7- < (0,52) 9 
1 - (0.53) 8 


9)0,53( x g(0.52) <0 و‎ 


(ہ و تقبل حلا وحيدا 8 یٹ 
a > 0,52 =0‏ > 0753 


0 د يين‎ 
0. ۰ ۶ ۸ eon ona ۳ 
2 ت‎ ۱ | 
2 ooo و‎ t 1 
3.17 


0 1 5 9 و(2) طرفا لطرف 5 
( 2۱۳ 63 1ع ) f(a) < 281 i,‏ < 71„ 


م- = 
55 حساپ 2:۱ + (× 1 ا کس 
E‏ ۳ ۱۱ = ممم a 3 im‏ 
E 9 4+ 2 [1 is 5 9‏ 
ال + =+ 3+ ) x 5 fe‏ اا > +x]‏ 8" 
5 1 ۱ الا و = lim‏ 0 2 + 2 0 = 
بالتزاید رن ۳ 0+ +¬<× 
nx‏ 0 
مد مه - = () ۶ لے | لان 0 2 لے 
وه کے زر ر التفسير البیان المستقيم ذو المعادلة »_ 
میک ان ]+ :0[€ × فان نب - = 0ل | مقارب مائل بجوار مراک يدم 


f‏ قابلة للاشتقاق علش ]+ ;0[ودالتها المشتقة 
2-3-8 1 


2-2101 


3-ب- دراسة وضعية (م6)بالنسبة ل (۵) 7 
ندرس إشارة الفرق ر - (ع) 
f= y= 3+2Inx‏ 


2× 
(3_ - 
ت - 8 تی سمال 7 :0 
ومنه إشارة ()/م من إشارة ( )امك ومنه ندرس إشارة ×> م1 2 + 3 
2-ب- جدول تغيرات الدالة ۶ / 5 ۳ 
hx > --‏ 
2 
3 
2 6 <1 
مود 3 00 - 1 
2 € ا 
لار + | 0 = ]0-7 


الوضماية: وي )تحت ت (4) على المجال ]5 مرو 


(6) فرق (إ0)يعلى المجال ]مه+ :2 6[, 


ات )۶ 1 
a‏ یت (,6) یقط م6 هت النقطة ذات الفاصلة 5 26 
E 1‏ 
الى العبارة ١‏ ۳ ۳ تس “(N‏ - 
لوصول إلى الخيارة المطاوية تحاول التخلض: من | وې آلبرهان أن وی )رقن ماس n‏ 
تشع س ا 
0= ©)وأي 0= 2+21 +1 ومنه المعادلة 1- = (بر) رقي جارد راز 
ومته؛ 2-1ه- = 2lna‏ 5 = 
بتعويض عبارة © 210 في عبارة (©)/ نجد 
3-1-2 
+ ع- 2 f(a)‏ 
بج کک مو تاد 
0 


1 
(a) = 2)-- «a‏ فاصلة 
ج و منه(م6)یقبل مماسا يوازي(۸۵) عند لس 


2 =e 2 
4136 ( 


5-المنافشة البيانية للمعادلة 
mx = 0‏ ح ۳2[ 2 + 3 
= (190)26 2 + 3 
عم[ 2 + 3 
خخ حت ير 


0 =m— x 

f(x) = =x +m ۱ 

طول المعادلة بر + بر = (م)ع هي فواصل نقط 
سار اه ودعت د i‏ 


0 0 > إ[ع n‏ فان 0 is (Cr)‏ یتقاطعان في 
مه واحدة ومنه للمعادلة حلا وحيدا 
1 0[ 7 فان ل (Cr)‏ و (Am)‏ يتقاطعان في 
ل ا رمنه للمعادلة حلين 
اب > 71 فان (Cf)‏ و(بش) يتقاطعان في نقطة 
"مه للمعادلة حلا مضاعف 
e‏ 
رنه س 20 جحي ل ()) و۸ لا يتقاطعان 
1 
وو | 


° 1 و 
[ + 
از + )4( [f(*‏ ما 1 


ا ۸+ (#)م وهو عدد موجب على 
ر ر 1 ومنه فان × + ()م موجبة على 
۴ اي: 0< ,لا 


المتتالیات من الألف إلى الياء 


2- التفسير الهندسي ل ولا 


00 a 


Uo = [f (x) + x]ax 


ومنه التفسير ١‏ 
لهندسي ل ولا: هو مساحة الحيز المحدد 
+ (,6) و (۵) والمستقیمان ذا وتارس 


و6 ح 2 
3-حساب برلا بدلالة ر 


عو مسج ج 
وج و 


e" 3 + 21nx 
= | [e 
x 
e"! 3 21 
بسن‎ 
e" و‎ 
= ]3 1۳ + (In (2 
لان 2 دالتها الأصلية و 3 و ۳ دالتها الأصلية‎ 
(In x) 
U, = 3(n +1) + (n + 1)7 - 3n - 2 
U, = 2n +4 
4-حساب ,رگ‎ 
ولي ع ا 4= ولا‎ 
(n + - 
يرد‎ = (Uo + 2م 1 3ح ( زا‎ + 8( 
OEE, 


۱ .6۰ بکالوریا 2016 الرياضيات 


[5 الموضوع الأول - التمرین الثاني 

U‏ متتالية هندسية متزايدة تماماء حدودها موجبة 
تماما » حدها الأول ما وأساسها وحيث: 

1 > = رو رتم 

(3م +1) 4 = ولاب u‏ 
1-احسب ولا وبين ثم ستتجقیمة الا 8 
2-نضع: 4ج = 1و 3و = نو 
2 -أ-عير عن ,بل بدلالة ۱ 


Sn = (ونت)طا‎ + In(u,) + Inu) +. ۳ In(u 8 


عي $ بدلالة 7 
من أجل كل عدد طبيعي ۸ نضع: ۲4-3 < 0 


بن اق PGCD (2S,‏ 
قيمة 2 الأعداد الطبيعية ولتي من أجلها: 


جعين 
P GCD(2S,,a,) >7‏ 


مواضيع شعبة الرياضيات 
4-ادرس تبع لقیم العدد الطبيعي بر باقي القسمه 


الإقليدية للعدد *2 على 7 0 un Z7‏ 
5نضم: 1 + 14372016 + ,25 - mE bn = 3na,‏ ره دای 


عين قيم العدد الطبيعي ‏ التي من أجلها یکون: 
[0]7 = رط 

1 = 0]5[ 

6-بين أنه من أجل كل عدد طبيعي ٠”‏ العدد 
(52 + 1+*412 »× 3 14379"*1) يقبل القسمه 


= Sn 2-ب-حساب‎ 

(برنت)صا +۰۰۰ + ug ۴ In uz‏ 
نضع ہا 1۳ = بر ۹ 
ومنه 1 + 37 = **63۳ م[ = vq‏ 


علی7 ومنه (برن) متتالیه حسابية اساسها 3 م وى || 

بع الحل ومنه ہس ۰۰۰ ۷ ۷2 ۳ ۷1 + ولا یرگ 
1-سحسيابك ررر ]37 ر n+1‏ 
لدينا 11 س0 1۳ + In u,‏ 2 1 عفن 
ع 1 = (2 ,)1زا ا = 

13) uz) — “11 
ھک‎ 1421 

د 9 3-أ-تبيان أن 


۱ PGCD(2Sn: dn) = PGDC(aq: 14) 
| 25, = 32 + 57 + 2 لدينا‎ 

ومنه نقسم ,25 على ه فنجد 
3n2 + 5n + 2 n+3‏ | 


ولدينا (3م + 1) ۹ع = u‏ 1/۲ 
11 
ومنه (3 + ۹)1ع = سگ + وب 


(3ج + u, e)1‏ = 11م + 4 9n 3n‏ + 302 ۱ 
أي 0 = e3)u, + e1‏ + ۵*01 - ۶ 2 ۱ 
2 - 3ع) 69 = (1 + 23 - 5ن)قج A=‏ 
2 - 3ع) 68 = A‏ 0 
VA = e*(e3 - 1(‏ “ا ومته 
 ۶)1+23(-2*)23-1( 4‏ /+ون- 14 +4 - (n + 3)(3n — 4) + 14 = a, (3n‏ = ,3 
ل لل ل و1 ومته 14¥ PGCD (a,‏ = (به :ر2660)25 __ 
e*(1+e?)+e* (e-1)‏ _ خاصف-_ 
١ 12 ` 2a 2‏ 
€ = ويلا لیکن 4 ےہ ,254) 2669 
ا رود ولدينا ۵ = 149 05)وعجم = (به ,0625 
7 كم 4 للع أي 4 يكون من قواشم(ألكدد 14 
ا ا ا اس ير ل ومنه [1,2,7,14) 2/6 


وبما أن (ں) متتالية متزايدة تماما أي ر < ينه 
ومنه ٣ع‏ = وبا و67 = يلا 

-استنتاج قيمة الاساس 0 

لدیتا بما أن (») متتالية هندسية 0۳7۴ .یرنه = 


3-ج‌تعیین قیم + بحيث 7 < € :« Per‏ 
لدينا 7 = (14 a ۶6C0),‏ 20256 
نضع لا ع جح 7a‏ < 0 


PĞCD(7 n :‏ 
ومنه یلا = را ا 7 = (7a,14)‏ 
کے کے کے 3ے ي 7 = )14 7PGCD(a,‏ 

2669), 2( = 1 ومنه‎ O FE °F 
ومنه 1 + 22 = ي (جعدد فردي‎ u 2 
٩ 02 Ds لص چ کے 3م‎ 
Un =1: لد‎ 


4 + 141 ع م مع !۱ 6 2 


3 ويورية دورها‎ 
aE [GF GFT tie 
ی وا‎ 


7 © )1,2,4( على 7 هي‎ 2۸ i 


2 | اا 
5 
/êJÊ‏ 


© نج بح تجح 
ل ۱ ۱ ال 
بر دج ب 
دم 
تم 
1 
حلم 
كت 


[0]7 = م 


بين قا و [0]5 = n‏ 


)(3n+2) 


376 — 25, = 3n(n +3) - (n +1 


= 312 + nA 3112 2-3-7 
3ha - 2511 = 41-2 رين‎ 


5 
رمه 


1437 = 2]7[ 
14376 = 22016 ]7[ 


لیا (3)627 = 2016 من الشكل 3۸ 
]7| 22016 2 14376 


= 1]7[ 


4n - 2 + 1+ 1]7(‏ = بر 


b, = 4n[7] 


أن أنه يكون [0]7 = بو إذا كان [0]7 = 47 


05 
ol 


7 = 0] 
n = 0| 


07 = «معناه ' )7 = ور 
±0 معناه [0]5 = 7k'‏ 


"للم 7 أي 5 
له و ے ۳ 


۳ 35k رمه‎ 


قاسم للعدد 9 


۲ لزاع‎ gan = 7)50( 


ارو 
“له أن رز يقبل القسمة على 7 حيث 
۰ 52 12+14 


0 


15 


تفیل ۲۳ 05 
۱ لاطي ۲ إذا كان [0]7 = 1 
3 


)1 
از بل 


4 14373001 ح با 


)14373:(3 = 117 
143 


)2( ar 14 
14379**1 = 2]7[ نجد‎ )2( » 


سم 


۱ المتتالیات مرم إيار: 
ومنه [5]7 = 3)4(12+1 من الالف إلى الياء 


رتا [3]7 = 52 
ومنه [3]7 + 5 2 = 


ومنه ر/ یقبل القسمة ات - 
۰ بکالوریا 2016 الریاضیات 


الموضوع الثاني التمرین الرابع 

1- ماالدالة العددية المعرفة على 8 كما پلي: 
۱ 1 و +ع - ) = )م 
1-- احسب ()م lim q(x) slim,‏ 
1حب- ادرس اتجاه تغير الدالة م ثم شكل جدول 
تغيراتها 
2- بيّن آن المعادلة 0 = (:)م تقبل في 18 ؛ حلا ۾ 
يختلف عن 1 ثم تحقق أن: 2,80 > ۾ > 2,79 
3-استنتج إشارة («)م على 1۲ 
11م وو الدالتان العدديتان المعرفتان على ۴ كما 
یلی؛ ** (2x -1)e‏ = ()ز 
1 کے 
1 و = 90 


327 (مع)تنیلا بيان في المستوي 
1-- احسث (6 ۶ im‏ و 160 im,‏ 
1-ب- ادرس اتجاه تغير الدالة م ثم شكل جدول 
تغیراتها ۱  <‏ 
2- بين آن للمنحنیین (62)و (رر)) مماسا مشترکا 
(7) في النقطة ذات الفاصيلة 1 ثم ,چد معادلة له 
3-ارسم المماس (7) والمنكني (62) 
4-أ- بين أنه من أجل كل عدد حقيقي بر 
ت 
1-0 = ومو f(y‏ 
مو 2× 


+ برس : 
4سب- ادرس إشارة الفرق ()و - (2)/ غلى ا ثم 
استنتج الوضع النسبي للمنحنيين (Ce)‏ و(وع) ) 

العدد الحقيقي مد: +6(4) ۴ إل 
4-د-أحسب مساحة الحیز المستو ۳ المخد بالمنحنيين 
(Ce)‏ د(و») والمستقيمين اللذين معادلتيهما: 1 = × 


2 ب (2) f (x) f"‏ و() ۴۵ اعد 


ريا لعبارة ()() حيث 7 عدد د عير 
تخمینا با | شتقة من المرتبة « للداله ث/) 
م (() الدالة المشنفه 


۵ مامالل 


7 


مواضيع شعبة الرياضيات 
2- برهن بالتراجع من أجل كل عدد طبيعي غير 
معدوم 2 أنه: 
f 0 = )-1(*]2 = OR + ١‏ 
3-(,:) المتتالية العددية المعرفة من أجل كل عدد 
طبيعي غير معدوم :7؛ كما يلي: f")(1)‏ = ملا 
3-- احسب بدلالة العدد الطبيعي غير المعدوم ‘k‏ 
المجموعة: را + 1 
#سب- استنتج بدلالة م : المجموع: 
Uy ١‏ +۰۰۰ + ولا + U‏ 
ك س 
/ جر الحل 
1-- حساب النهایات 
e - 1[‏ ۴ - 2بي)] im‏ = 0060 لے 
+ = )9 بر 
i, 000 = im yx + 1067۳۱ — 11‏ 
1 ء 22 بحص 5 
(1- (ج + =( Ae?‏ 000 ار 


x 

چ ال ومنه 0 - جر زار 

إذن: 1- = )م ار 

1-ب- دراسة اتجاه تغير الدالة 0 

الدالة م قابلة للاشتقاق على 8 ودالتها المشتقة: ” 
)1 دع« 2 )1+ ع |8 1** 1 (2x‏ ج (2) 'و 

1 - 3 + 2-) = () ام 

إشارة المشتقة من إشارة (2 - ×3 + 2-) 

المعادلة 0 = 2 - ×3 + 22- لها جذرين هما 1 و 2 

اتجاه التغير 

اذا كان ]۵0+ :2] لا]1 زمه - [ع × فان 

0 > 2 - 37 + 2«- ومنه 0 > (2) اث 

ومنه الدالة م متناقصة تماما, 

اذا كان [2 :1] © × فان 0 < 2 - ×3 + 2و 

ومنه 0 < (»)'۴ ومنه الدالة f‏ متزايدة تماما 


2- بیان ان المعادلة0 = (×)م تقبل حلا مختلف 
عن 1 

الدالة () 0 مستمرة ومتناقصة تماما على +٠0]‏ :2[ 
و 0 < 1- 367-1 < (2) 4 


ومنه حسب (مبرهنة القيم المتوسطة) فان 
0 = () ې تقبل حل وحید في المجال ]مم. . 
التحقق أن 2,8 > © > 2,79 
بما أن ]+ ;2[€] 2,8 :12,79 

ولدینا 0 >  -0,001‏ (2,8)م 

و 0< 0,001 = (2,79)م 

ومنه للمعادلة 0 = (د)م تقبل حلا ۾ حيث 
8 > © > 2.79 


1-- حساب النهايات 
(2x -1( 1‏ له = lim f(x)‏ 
60 سب بير 


(مهب)(مه) < 


1ج+عب 2 إا = 1 
118 )ال 5 )را 0 


| ¬ مار - 
*×zم‏ دم 5 تيع 


0= ريسا 


اب دراسة اتجاه تغير f(x)‏ 

(1 - برج) اجعسى - اجعو2 = (08] 

1+ و(3 + 2-) = 

ومنه إشارة رهم اشارة (3 + 25-) 
إشارة (مد) f‏ 
1 رم - [ع × لكو </0١‏ () ”م ومنه () 
متزايدة تماما 1 
ولا ]0+ Û:‏ ع × یکون0 2 (%) "1 ومنه ۳ 
متناقصه تماما 
وجدول تغیراتها 
00( 3 


1- 
2 ع2 
ات یی ۳ 2 
2 البرهان أن ل (,6) و (,©) مما ۱ 
حتی یکون ل (6) و (ر©) مما مل 


4140 ( 


1- )(1) ۲ > و :(:1) 
رو + ۳-۸( و = وبز:(ر؟) 
على 7 يعني ان 72 = ۷1 
ال ! رم وو f(1)‏ = 9)1 

أ ۳ رو 1= 


3 بجع = () "و 
82 


وا اوم تاو ر 
اه 


ر ١‏ (4) 9 ع() ۴ 
ل دی ( )7ه 6) نفس المماس (7) 
ة المماس 
س BED‏ 6 (1) "م = y‏ 
y=x—-1+1‏ 
ات بق 
و ۰ 


1115 
BOOKSTORE 


We can help you 
يمكلنا أن نساعدك‎ 


code: 22-20 


ا 
۱ 
| 


4 1 أن من اجل : ع × 
(2x - (2:‏ 
7 1 وت 2 < (9)2 - يمر 
23-1 


سب + و(1 =( 5 fg)‏ 
اس اد تحت .۳ 


2+1 
[1-ة” أ x‏ *)] 2-0 ى 


x2-x+1 
_ )2×-1(@)( 
x2-x<+1 


لیات اس إشاية الفرق (مد)9 - (×) f‏ 
إشارة الفرق من اشار 4( (2x10‏ 


1+م-2ي 


سید ۲ 2 0 92م =۸ ومنه إشارتها 
من إشارة اشارتها,موجثة 


4 


am 1+ + 0+0 
)£( = ()و‎ 


الوضعية النسبية ل (م6) د [و6) 
(,©) فوق (و6) على ]12:1]00[1:6[ 
(,) تحت ( ب)) على ]۰0+ o; £ uja;‏ -] 
() يمس (وع) عند 1 = > 


(,6) يقطع (و) عند = عدو » = × 


اضبع شعبة الرياضيات السلرر: 
مواضیع شعدٍ ۰ : ۳۳ ونبرهن صحه (1 + ہ) م 1 
ج الحساب باستعمال التکامل بالتجز لدینا: 


1 [(3 حك [2x ۳ (2n‏ م 7 لالم 
ولدينا: 1 
(2n +4 (*‏ - 2( ۳ 

0 1 1) "[-2x + 2 + 2n + 1]e1* 

|0 ˆ 2x + 2 + 3([ 1> 

(12x — (2n + 3([61-*‏ „ 
ومنه (0) ++ = '(()"۴) 
ومنه الخاصية (1 + )ص محققة ومنه | 
كل ۱۲۳ ع 7 : 

1 [(1 ۳ = سم امم 
3-أ- خساپ ہے + ره 

= )-1(4)-2+1(+ )-1(*1]-21 + 1[ 

سس 00 

جه استنتاج 5 بدلالةم . ۲۵ 


تت سس چ 
ون 1+-(1 - (2t‏ ا = f (t)dx‏ ] 
المكاملة بالتجزئة J uv' = [u.v] - [uv‏ 
ع (4+1--)2 1 — ]7*1 ع(1 -26)-] = f (t)dx‏ 8 
1e **1— 1e" + ۳ 7*1]‏ + 2-) = 

= (-2x +1)e** + 1+ 2-e **1 + 1[ 

= )-2 + 1(-**1 + 1 - 2*1 + 2 

ي(3 + 1**-ع(1- ×2-) = 


4-د-حساب مطاحة الحيز ۸ 
2 
47 - ()۲] | د 
1 
۱ 4 


لعلاقة ملي 


f اجنلا‎ 


= +U2 ل‎ ۰ + Uan 
۱ عدد الحدود ,رک هو 27 = 1 + 1 - و2‎ 
را‎ + u2) + (U3 + 1t4) +... +) و‎ F zn) 


2 
2 3 4-1 - ۳ مب ]] عو 
ê‏ رموس ۵۷ | لکن لدينا *(1-)2 = یا + ب 


1 3+ 7و5 = وهده 
8 ت © 

و x2-x+1‏ = ()و ,)2(1 = i‏ 
اس ا ۳ 5 1(3-)2 = tuy‏ 

۳ 202-1 = جرولا + رو 

In(3) - ۱1 = In)‏ = ووو ۱ گنه تصیح رک 
ومنه 3-3 + هو `" 28 
متتالية ثابتة 


1-حساب )"د )73 و 75 


> الحدود‎ ۳ 
| ۳ SS -1 3۳ 2x - وج‎ + 


e‏ -22)- = (م)(3) 

)4( (x) = (2x 7 9)e 
۳۳9 f)" )( التخمین حول عبارة‎ 

1 ۰ 
0 6+ في ]مع ب )مم 
2- البرهان بالتراجع عن عبارة هم()] 
نعتبر الخاصية (77)31 حيث اساي 
[2x = (2n F 1)]e 77‏ 
من اجل 1 = و لدينا 


)-2x + 3‏ = مرو بر 


۰ بكالوريا/2015 الرياضياتي 


الموضوع الثاني- التمرينة اندم 
/ الدالة المعرفة ب: 0 = (0)م ومن/أجل كا“ 
حخنثي × من المجال]0 رمه [) 
1 


167 - ٭) = 0[ پا 
(Ce)‏ المنحني الممثل للدالة f‏ في المستوي ۳" 
الى المعلم المتعامد و المتجانس نت۳ 
1-ادرس استمرارية الدالة م عند 0 من ال ٠‏ 


2- احسب شک ورزر , ثم فسر النتيجة هن ۱ 


E ۳۷‏ 
د فى 


pf == 


f۳ -1)2 
= f )( 008 5 

ومن (7)71 محققة من اجل 1 = ور 

نفرض أن (01)م محققة من أجل "ل ع پر 


۸69 ی 


اه باه تغير الدالة م ۰ ثم شکل جدول 


س 
يي الل 


3 

را نه 0ح [- 6(0 مسال 

ر نت أن المنحنى (م0) يقبل مستقيما مقاربا 
ت لب کس سا 
بجوار 


- فة على المجال ]0 : 6ه‎ JOR 
j) =0, 
ثم شكل جدول‎ a پاب‎ 
بادرس اتجاه تغير الد و ثم شكل جدو‎ 
4 ا کیب‎ ۷ 
عدد حقيفي بر من المجال‎ rd 
]- :مه‎ 0] 
8 FO) < 7 
هب استتتج وضعية المنحنی (62) بالنسية الى‎ 
مت(‎ 
)62( ونب أنشئ المنحنی‎ 
[(,ن) المتتالية المعرفة ب: 3- = وبهومن اجل‎ 
وبیرلة‎ = f كل عد طبيعي 11 » (برلة)‎ 
7-بين أنه من أجل کل عدد طبيعي :۰7 0 > ںا‎ 
)( آب- حدد اتجاه تغير المتتالية‎ 
ج بين أن المتتالية (») متقاربة » ثم عين‎ 
لكك‎ 
علد حقيقي. ۸ الدالة ذات المتغير الحقيقي‎ ٩ 
لمعرفة على المجال ]0 :مه [ب:‎ ۶ 
1 

1 h(x) = xex - mx 
بر حيث برهي الدالة المشئقة‎ )٨( 
لر‎ 
ناقش بیانیا وحسب‎ » (Cr) ابد باستعمال المنحنى‎ 
الرسيط لحقيقي بر عدد حلول المعادلة‎ # 


۲ 0 < ييا 
اھ رس 


8 1 
lim f(x) = lim(x - 1)e* 
ی 0جيد‎ 


777 ]و[ 
۳ 1 0 
ا س 

x=, ا‎ 


ومنه لما 0 ج ير فإن: مم- جاع 


lim (e -۵*( > 0‏ = لتقي 
میب 
الدالة ‏ تقبل الاشتقاق على يسار 0 
-التفسیر الهندسي: 


(م6) یقبل نصف مماس موازي لمحور الفواصل في 
المبداً 0 


3 حساب (م)/ i‏ 


۲+0 ° 


۲ ت 1 << lim‏ 
1 ۰ 11 )سلا 3 0ب 2 
۳ 
1 - )رون = 
3-به دراسة اتجاه تغيرالدالة ۶ 


م قابلة للاشتقاق على المكجال )0 رموعم| ودالتها 
المشتقة () "۶ 


1 1م اد 3 8 
f ORO e*(x 1(‏ 
rr x2 -x+1 1‏ 
م ( ی ) عروم ۶ 
-إشارة (2) "] 
0 زمه - [ ومنه إشارة 
لدینا6< © على المجال 1 
)”م من إشارة 1+ × - "2 


نه إشارة 
م 1+ شير کے 0 > 3- =۵ ومنه إشار 
1 + يو #عرموجبة ن 0 < )۶ منه 
منه لما ]0 :مه - [ع × يكون 0 
(بر)م متزايدة تماما 


مواضيع شعبة الرياضيات TEE WET‏ السلس و 
سح فرص کت رن 
x‏ 
رسد 
۶ مد د ے 
2 


-إشارة (»)'و : لما 0 > × 
لدينا 0 < 2× ع هق و >1 
+4-بيان أن 0 = (× - اا ملست ومنه 0 > () "9 من اجل کل من 0 
ومنه e‏ وده تماما على المجال ]و ۱ ۱ 
)× -*ع(1- 0( im‏ = (×- (٭)۴) ٣اا‏ | -جدول تغيرات 9 


من -+¬× 


يت ع ت من الشكل ہ- × مه+ 
7 1 1 
لما مہ رد يردج( بع 


E 1‏ 5 1 ۱0 : | 
1 ( ما = 0 - () ۳ے | 6-آ-البرهان أن × < () f‏ ۱ 


| 


( - غم )نا - من جدول التغيرات للدالة و نجد أن 1 > (»)و»] 
t 7‏ < _ ۱ 
1 امور كين 
907 اتح 5 9 
اسك ) زا ومنه 1 > ا > 0 ۱ 
طريقة الد المشتق 1 (لا) رو | نضرب طرفي العتراجحة في × نجد: ۱ 
و وت | < ميم < أي ×> (2«)م (لأن 0 
ومنه: 0 = [× - () f‏ صا 6-ب-استنتاج وضعية (م6) بالنسبة ل (۵): | 
4-ب- استنتاج أن ,6 يقبل مقاربا مائلا بجوار#وم | لدینا معادلة المستقيم ۶ = ر:(۸) 
بما أن 0= [×- هگا سلا اثذرس إشارة الفرق × - (×) f‏ في]0 :0 -[ 


,ولدینا من السؤال السابق × < (2)/ ومنه 
f )( - 0‏ ومنه (م©) يقع فوق (۵) _ 
ولدينا 0 (0) ۶ ومنه (م6) و (۵) يتقاطعان أي 


ومنه (م6) يقبل مستقيما مقاربا مائلا (۸) بجوار 
مه معادلته #داح بر 


-أدحسا i‏ 
5-ا-حساب (2) و سال سكام زا 
1 + 
ے0 اد سے 
2 فور 35 ۳3 = )( 9 بر ۱ 


lim(e’ - te) = 1‏ = و lim_‏ 
0دم 6 بو 
5-ب-دراسة اتجاه تغير الدالة 8 
و قابلة للاشتقاق على ]0 :مه - [ 
f'(x)x (x)=f (2%)‏ 
5 32 
( یمیت | 
سب )و 
(144) 


g(x) > 


-إذا كان ]و 
لاي ك١‏ ۵ ]066+ :1] U‏ [0 رم = زع فان | 2 
2 لال حلون [6 71 فان المغادلة 
7 : 
. 2 -إذا كان ]1 :6[0 م7 المعادلة تقبل 
يق مرا ۳ [ ۱ 111 تقبل حل وحيد 
= 0 


۰ بکالوریا 2014 الرياضيات ‏ | 


3 الفرظن م> ,1 ومنه f(0)‏ > (من) f‏ الموضوع الثاني - التمرین الرابع 


1 اة تماما على المجال ۲ - [ 


1 یتک 0 العددية ] معرفة على ]مه + :0] كما يلي: 

1۱9 7+1 1 . لے 5 ا 

“ | تال بالتراجع فان 0 > ,رده من أجل | مب = (۲62 .(م6) المنحنی الممثل للدالة f‏ في 
عو المستوي المنسوب الى المعلم المتعامد والمتجانس 
سس اتجاه تغيرالمتتالية ۰ | (:0:1) كما هو مبين آدناه 

ع سا ڪڪ 1-بین أن الدالة كر متزايدة تماما 


وس ار ة الفرق بل >> جا 
اج f (un)‏ = رلك روبجلا 
ناسا سبق × < ()۶ أي 0 < 2۶ () f‏ 


رل 


2-(,])) المتتالية العددية المعرفة ب: 3 = وب ومن 
اجل كل عدد طبيعي :: (رلا) f‏ = .جرلا 


رنه 0 > f (n) =p‏ ۱ 
0 > يبلا - Un+1‏ 
رنه (,با) متزايدة تماما 
یل أن ,ا متقاربة 
بلحد 0 فهي متقاربة نحو نهاية ] 
هب lim u,‏ 
nto‏ 
“ل (ا) متقارية فان ۹0۳ 
ولا lim‏ = يبا ۳ | سر 
ومنه: = (۶)1 | (4) المستقيم الذي معادلته × = لر 5 
« المعادلة نتحصل على 0 = | 2 -باستعمال المنحى [م6) والمستقيم (۵) ؛ 
lim i, ۳‏ على خامل ساو الکبود: رلا“ ولا» ولا 
مس زا دون حسا: ۱ 
۱ سس( کا ی ل اتجاه تغیر المتتالية (ملا) 
5 ) م ابم ” تقارد 
ex + x (e)‏ = نما ا هن بالتراجع أنه من اجل كل عمد ایم بر 
وی 2ے ھک ۱ 3 > ولا 15 
1ه وبين أن المتتالية (,,/]) متناقص 
عد 2 3ج -استنتج أن (,) متقاره 7 واستنتج أنه 
ووب بت درس إشارة العدد بلا6 - 1ب و - 
ات ا اھ | ارس ت 
لاش | 7 [ . الیل كل عدد طبيعي ۸: ولاح = 
بن البيانية لحلول المعادلة 0 = (٭) ۸ 0 بيس أنه من أجل كل عدد طبيعي :7 
بب.برهن بالترام 
60 > 0 
4 0 بر _ f0‏ اک وت 
زرا ۳۳ x‏ یاهب نهاية المتتالية (ملا) ۴ یژو 
و ال ر ۲۳ () [ : ۲ 


35 


رد د احلول المعادلة هي "فواصل "قط | الى 
لستقيم رم ذو المعادلة ج" = ل 
4 ۲ 415 هنا 


مواضيع شعبة الرياضيات 
جير الحل 


Oa 


1-تبيان آن الدالة ۶ متزايدة 
م قابلة للاشتقاق على ]م+ :0] ودالتها لمشتفة هي 
2 
2x“ + 16‏ تا 
(x + 4)2‏ 1 
من اجل كل +٥٥]‏ : 0] ع :۰2 0 < (*) / 
وبعليه م متزايدة تماما على المجال ]00+ :0] 


NESE! 
| | ۱ | ۱ 
التخمین؛ يبدو أن (ا) متناقصة تماما ومتقاربة‎ 


ا کر مستي سیر 800 
3-أ-البرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ور 


فان 3 > نه > 0 


نسمي الخاصية u, > 3" :p(n)‏ > 0" 
¥ (7)ممن أجل 0 = ور 


نفرض أن (۸)م صحيحة ونبرهن از 
6 وجرهن ان (1 + )ر 


3 > ينه > 0 
وبما أن f‏ متزايدة تماما على ]+ ]فان 
f(0) > f (un) < 1€)‏ 


3 و > يبرل > 0 
وعليه 3 > 


ک دجولا > 0 أي (1 + ) ررمحققة 
وعليه حسب الاستدلال بالتر ا م 


فا“ ۰ 
م 0 من أجل كل عدد طبيعي ور 
-ب-تبيان أن (,ربه) متناقصة تماما 


لديا 
بل _ 2۷8 


م 


Un+1 4و‎ 


یسیو سیر 


> ولا و 3 > 3 > 0 ومنه 3 > وه > 0 


7۳ u 4n 
سے سے‎ 
ln Un t+ 
لا يرنه شا‎ -4( 
Un 7 un+4 
لدینا 0 > ولا‎ 
ıı, + + > 4 
uy, > 3 و‎ 
کے‎ 
ip <4“ 1 


un (un74) < 0 ۴ 
un+4 علي‎ 


nt! 


ومنه 0 > Urn +1 = Un‏ 
3-ج‌استنتاج أن (,1) متقاربة 

-يما أن (,,هة)متناقصة تماما ومحدودة من الاسفل 
بالعدد 0 (0 < ,رله) فان (,,ه) متقاربة 

4-أ- دراسة إشارة OUn‏ 7 7111 


25 ۲ 
ıı 6u, = 7 (طكّ)‎ - 6u لديا‎ 


Un+4 
_ 14(uA)-6uf-24(un) 
ا موه‎ 
5 8(uA)-24(un) 
مره‎ 0 
_ SBUn(un-—3) 
د‎ 
Un > 3 لديفا‎ 
4و بت 2د باه‎ 
لا«‎ -3( 
Un+4 > 0 و عبر‎ 


Gu, > 0‏ - وب 
أي “uy‏ = وبا 


ۋا سا <0 
وبما أن 0 < بربه فان NST Un‏ 


سب البرهان بالتراجع آنه من أجل 05" 


نسمي الخاصية "(2) 3 > با > ۲)(:0 
التحقق من صحة الخاصية من اج . و 
لدینا و رو و 3- (5353)4 


ا 
۱ 


ومنه ")3 > ونه 5 ا 


ومنه (0)م محفقة ۱ 
ات ۳ 


ت الفضية ك1 ّ' 
(م)ن صحيحة ونبرهن ان (1 + )و 


")3 > مه > 0 

لین 6 7+1 6 3 ۳ 6 

نرب في 7 نج 8 > بلاج > 0 
۱ 1+1 6 

0 ک‎ n1 > 3 8 4 


١ 
ن أجل كل‎ 8۳ 

عليه 38 > ,بل ک 0 من عدد طبيعي:: 

a E‏ بالیس تسس مسبت 

مب حساب ,رز lim‏ 


[1-۴66 


لین )3 > يه > 0 


بر 6۱۴ [i > [i‏ > 
ومنه 8 6ت „im Uf‏ < 0 
6 , 
نعلم أن 0< )5( با 
لان (1 >> 1-) 
وعليه حسب النهایات بالمقارنة فان: 0 = بل 1110 
مودت 


.0. بكالوريا 2012 الریاضیات #ا 


[8 الموضوع الأول التمرين الرابع 

او هي الدالة المعرفة على 8 ب:*مع - 2 = (9)32 
1- ادرس تغيرات الدالة ۾ » ثم شكل جدول تغيراتها. 
2 بين أن المعادلة 0 = (#)9 تقبل حلا وحيدا 0 
على 8 ثم تحقق أن: 0.9 > ۾ > 0.8 
عبن حسب قيم × إشارة )و 
1ل/ هي الدالة المعرفة على 18 كما يلي: 

22 +2 

بيات 0 
e* +2 58 9‏ 
/) تمثيلها البياني في المستوي المنسوب الى 
لمتعامد والمتجانس رز 0) (وحدة الطول 


207( 
1 بين أ . e‏ 
٩ = 0‏ النتيجة 
سک زو نز 
۱2 
سب () lim‏ 
جه بین ار | ۳ 5 7 
تم رن ۷ لمستقیم (47) ذا المعادلة 1 + × = لإ 
3 رب للمنحنی (م6) 


القن روش 9 

عرق 7 د (6)بالنسبة الى كل من (۵)و(۵) 
“ل بين هر المستقيم ذو المعادلة × = بز 

0 3 له من اجل .م 

پور بل كل عدد حقيقي عد؛ 

ا () ۶ ثم استنتج اتجاه تغير الدالة f‏ 
7 
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2 « المتتالیات من الالف إلى الياء 
0 جن آن: © > (») ۶ ۰ ثم شکل جدول تغيرات 
ارس (ل)؛ (۵) ر(رم) , 


7” ناقش بیانیا, 5 كك 
يانياء حسب قيم الوسيط الحقيقي ۾ عدد 
حلول المعادلة () ۶ = ی 


ا هي المتتالية العددية المعرفة على ل كما 


0 = ولا ومن أجل كل عدد طبيعي «: 
Un+ı = f (Un) ۲‏ 
© > ولا > 0 
2- باستعمال (۵)و(م6) مثل على حامل محور 
الفواصل الحدود: ولا و لا وولا» ثم خمن اتجاه 


تغير (رلا) 

3-برهن أن المتتالية (,رلا) متقاربةه ثم احسب نهایتها 
کج الحل 

1- دراسة تغیرات الدالة م 

1- النهایات 


lim g(x) = lim )2 —xe*) =2‏ 
0 جسعر 0 X±—4-‏ 
لأن 0 = lim xe*‏ 
0 - بو 
ی Ms‏ : 
مسب كمه 0ع وبال ار ار 
2- المشتقه: 
*(1 + ر)- = -e* - xe*‏ = (2) 8 
اشارة المشتقة"من إشارة (1 + )- لأن» 0 < *ع 
x< >1 @x-1 < 0‏ 


fa) YD "رم‎ 

2 البرهان أن 0 = (×) و تقبل حل,وخِيدا ه 

على المجال ]+ زمه =[ " ھم 

لدينا في المجال [1- رمه - [ الدالة () و“مشتمتوية 
على كل المجال [1- :مه - [ إذا 

0 < )9 جال لل 

المعادلة 0 = (ع) و لا تقبل حلا على ]1- :هه - [ 

إدينا على المجال ]+ :1-] الدالة (:) و مستمرة 

ومتناقصة تماما ولدینا 4-م + 2 = (1-)] 


منه وحسب مبر 3 
ا () و تقبل حلا وحيدا ۾ في المجال 0 
+o]‏ :1-] وفي الأخير وبالاستعانة بالنتيجتين 


kk. 


مواضيع شعبة الرياضيات 

الأولى والثائية نجد أن 0 = () ي تقبل حلا على 
الأقل ي في 8[ 

التحقق أن 0,9 > © > 0,8 

الدالة مستمرة ورتيبة (متناقصة تماما) على المجال 
]0,9 : 10,8 

ولدينا 0 > (0,9)و × (3)0,8 _ . 

ومنه حسب مبرهنة القیم المتوسطة فان 0 = (©) 9 
تقبل حل وحيد ۾ حیث 0,9 > © > 0,8 
3-تعیین إشارة () و 

#جسبب السؤال السابق وجدول تغیرات (ع) 0 نجد 


1- تبیان أن 


عار 0 


+2 ۱ 
م ب 2ر lim f(x lim‏ 
e* 14‏ ار 2+*ء مو + بير = ۵ ۷ 
x‏ 5 
لدينا: 0 کڪ lim‏ 
© موجدبع 
2 1 
و0 -< lim = lim‏ 
م0 + 


-التفسير الهندسي: "۲۳ / 
المستقيم ذو المعادلة 0 = ر مقارب افقي ل 2 في 
جوارمه+ 

2) -حساب () 130 


۱ 2+2 _ 6+2 
اللي‎ (x) = Jim, دبع‎ ` 0+2 


lim f(x) = مه-‎ 


= =0 


ي 
2-ب- بیان أن (۸) مقارب ل (م6) (بجوار 06 


lim E EF 1([ 


۱ - 00 


im [ر-‎ = 


| #م عر 2- عمسم 


۹ ۱ e*+2 
> 55 
1 9۱8 e*+2 
و 0 = * ل‎ im «6* = 0 بما أن‎ 
lim, (f فان 0= «ر- ه)‎ 
ومنه (۸) مقارب مائل ل (م6)‎ 


السلس 
3- وضعية E‏ کک 


1- الوضعية بالنسبة ل (۵۸) 0 


ر 
لات _ yete‏ َ0 
2+*@ `۰ 2+ ”2 


إشارة الفرق من إشارة 1 - مر 
x > -1‏ هم 0 < 1 - مر 


وضعية (,6) مع (۵) 


2x +2 
Y7 gx+2 
| (2+2 
۱ 3 

2 *ویر-‎ g)2( 
بر(‎ > 

2 2+ توا 

ومنه إشارة الفرق من إشارة )9 


الوضعية 


-البرهانران عبارة ج2220 = () "۶ 


0 [2 قابلة للاشتقاه ق علی‎ f 
() ”و-(2 +26 د‎ 2+2) 
2(2+*ع)‎ 
26*442 ویر ح- و‎ 
(e+ 2)2 
یت‎ 
)۵2+ 2(2 
> 2)2-xe*( _ 2g) 
(e*+2)2  (e*+2)2 
9)×( ومنه إشارة 9 "من إشارة‎ 
۳ ©: ©[ متزايدة تماما على المجال‎ f الدالة‎ 
]0: +00] ومتناقصة تماما على المجال‎ 


4بد بیان أن بو = (») ۶۴ 
لدينا 2+2 ))1 


e“+2 


ويلةالفية المتتاليات من الألف إلى الياء 
وادينا f‏ مستمرة ومتزايدة تماما على المجال ]» :0[ 
ي f(0) = f (un) > f(a)‏ 


© > وبل 5ك ح > 0 
عت سید منه: الخاصبة : 
7 ومنه: الخاصية (1 + )ر محققة 
:۾ > ا ک 0 من أجل کل عدد طبيعي م 
2- تمثيل الحدود 


-التخمين: المتتالية (ره) تبدو متزايدة وتتقارب نحو 
فامنة نقطة تقاطع (,6) مع (۸۵) 
3*«البرهان أن ,ره متقاربة 
g3‏ 
Un+1 - Un = f (Un) - Un ` gn 42 >0‏ 
ومنه 0 < ہاگ ت ومنه ,راة متزايدة تماما 
نما أن ا متزايدة و#بجدودة من الأعلى ب ۾ 
فهي متقاربة نحو,‌نهایتها | 
-حساپ 1 lim‏ 
11-00 


بما أن یه متقاربة فان: 
Un = |‏ بر = 1 "> 
= )۶ 


6سناقشة حلول المعادلة () ۶ = (2)/ بيانيا 
حلول المعادلة () ۶ = ()م هي فواصل نقط 
“تع ()) مع المستقيم (,,8) ذو المعادلة 


y= fm) ۰‏ 
إذا کان [1- زمه - [ع و للمعادلة حل وحيد 


فك [+ نوز ]» ;1 - ]€ m‏ للمعادلة حلين رب 244 

1 كان 5:6 7 للمعادلة حل مضباعف ده 

> ادهل بلتراجع أن » > ,ره > 0 e42‏ 
سس رس و و5 E‏ 

رن على صحة الخاصية من أجل 0 - 7 ۳۳ 

رین" ملا و € > 0 > 0 ومنه 6 > ولا > 0 0 او| -2 
أن (1) م صحيحة تردن )و90 
لبن > جرا > 0 ومنه: a‏ = برلا بر 


مل وی اف 
لرضية التراجع: ۾ > ,رده > 0 
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مو SEET‏ شعبة الرياضيات 


مس اج 


[ الموضوع الأول - التمرین الرابغ 
1-نعرف الدالة العددية م على المجال [1,5] 
بالعبارة: 3 + f(x) = (x‏ 
ليكن (م6) تمثیلها البياني في المستوي المنسوب الى 
المعلم المتعامد والمتجانس (:1: 0) الوحدة على 
المخورین 3cm‏ 
1-ءٌادررش تغیرات الدالة ۶ 
1-ب-أنشئ المنجی البياني (6) والمستقیم (۵) الذي 
معادلته ٩‏ غد في نفس المعلح 
2نعتبر المتتاليةالعددية (ببه) المعرفة على ل بحدها 
الأول 5 = م» ویالعپارة: 


5 1 
ا 1 3-07 Fî‏ ربورلا 

2-|-احسبا ا۰ را 
2-ب-استعمل المنحني (6) والٌستقيم (۵) لتمثيل 
الحدودم: راء را » على محور الفوللكل 
3-أ-برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۾ 

5 > ينا 
3-ب-بین أن المتتالية (un)‏ متناقصة تماما » ماذام 
تستنج بالنسبة الى تقارب (») ؟ 
4-أ-برهن أنه مهما يكن العدد الطبيعي ‏ فإن: 


(un+ı = V5) > 308 -¥5(‏ 
4سب-استنتج أن (5/ - منة) " (2) > (۷5- برنة) 


4-ج ماهي ا lim‏ ؟ 


مه + ب 11 
كع الحل 
1--دراسة تغیرات الدالة ]: 
م قابلة للاشتقاق على 2 ;1] ودالتها المشتقة: 
ن = () ۲ 


0 = ()"] یکافی: و x‏ 
وعلیه [ € 5/- = × 
x = 5‏ 


1-ب-إنشاء المنحنى 


و وه وه وه ممه موه و ممم وت وم سوم مه 0ن 
1 
۱ 


2-أسحساب وه و 22 

قاس 2 (u‏ = 7 
خر هه 
2-بب-تمئیل الحدود في الرسم السابق 


1-3- آثبات أنه من أجل كل عدد طبيعي ::: 
un, > ۷5‏ 
نسمي الخاصية ۹/5 < :(7)۸ 
نتحقق من صحة الخاصية من أجل 0 = 7؛ 
لدینا 5 < 5 0/۶ 
ومنه (2)0 محققة 
نفرض أن (7)72 صحيحة وتبر بان ۵ :۲ 
محققة 


لدينا من الفرض 5 > Un‏ 
م متزايدة تماما ومنه (۷5) ۴ < (ج)] 

5 < وجيبلا ما 
وعليه حسب الاستدلال بالتراجع فان ۷5 < «" 
أجل کل 8 ع ۾ 
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إلسلسلة الفضية المتتاليات من الألف إلى الياء 

مسا______چجخددت مدا لب 

وعلیه: من أجل قيم " 
1 

(۷5 ص (to‏ 3 - (۷5 بت 0 


1 5 
Un+1 7 Un < 5 (n جه‎ < UR 


1 
ا 0-5 5~ 
1+5- 
۱ 24 . 
+ ۷5) ( ون- ۷5) ۳1۹ 1 
21 ت )۷5 > (Un-ı‏ 2 - (۷5 ي (tn‏ 
لدينا متاسبق: بضرب المتتاليات طرفا لطرف نجد: 
5 < اومن 0 > يبنا - ۷5 )¥5 — لا ..... )¥5 - ين) (5/ - (u‏ 
لله 0 ی (VS-un)(VS+un)‏ 11 
وه لعو ين )¥5 = (uo = ¥5) .....(un-ı‏ )( > 
وعلیه 0 > Un+1 - Un‏ 


بالاختزال نجد: (۷5 - رں) 60 > )¥5 = (un‏ 
4ج النهاية: 
لدينا (۷/5 - و) 8 > )¥5 - un > VS» (u,‏ 


اذن 0 > ۷5 - u,‏ 
وعليه 


ومنه (,) متناقصة » ” 
بما أن (,,::) متناقصة ومکدودة من الأسفل بالعدد 
5 فهي متقاربة نحو نهايتها | 
4+أ-البرهان أنه من أجل كل عدد طبيعي «رفإن ٠‏ 
1 
(îma - ۷5( > < (un -۷5(‏ 


9 9م رول ود 
5 1 9 ۲ = 1 8 , 1 
(u +) -5‏ 2 = ۷5 - ربولا ومنه °= اه لان1 > 2 >[ 
الذ ات 4 ® ۰ 
5 - (5/- ۷5 + + م2 - مت و lim‏ 
5 1 ا 5 n‏ 0 ++۲۱ 
و و ا ید سر e‏ 
(n -۷5( +2) -۷5(‏ = 
ويما أن 5 2 ولا 
95 1 1 
باستعمال | اج یک بت 5 5 > 
اوي ی مد 2 الموضوع الثاني.-,التمرين الثاني 
5 _ - له (رنه) المتتالية المعرفة بحدتها,الأول0- وبا ومن أجل 
15 ب كل عدد طبيعي :: 1 + 27 + 3U)‏ دما 
5 )2 (,ة) المتتالية المعرفة من أجل كل معد طبيعي 11 
\un 1‏ 2 كما يلي: 8 + يرج + بريه = ما حيث بم وسم عددان 


بإضافة (1/5- (un‏ = للطرفين نجد 

1 1/5 1 5 

5 - ااا - ب 
«)ج > )۷5 +75 (n‏ 5 

Un+1 + 5 <“ 3 (un -5( وعلیه‎ 


حقيقيان 9 
1- عين ۾ و 6 بحيث تكون المتتالية (,نة) مالي 
هندسية » يطلب حساب أساسها وحدها الأول 
2- احسب كلا من پا و پا بدلالة 71 
3- احسب المجموعين 5 و "ک حيث: 
ود + ...+ ون + ولا + vo‏ = أل 
uy, ۳۳‏ +۰۰ + ولا + لا + ولا در 
(u, - ۷5( > )2( (u, - ۷5)‏ 4 عين حسب قیم العدد الطبيعي 7 بواقي القسمه 
سس ۵ تسس الاقليدية للعدد 37 على 5 
5 سبق: 4ب عين قيم العدد الطبيعي ۾ التي يكون من أجلها ل 
(un+ı -/5( > 3 (u, = ¥5)‏ جا 


220-۷9 (۰-۷8)___ ااا 
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مواضیع شعبة الریاضیات لما 0 - سرد 
الحل 


1- تعيين ۾ و / 

(مز) متتالية هندسية أي: 

Vn+1 3 Unf لدينا‎ 

لینا ۰ م + (1 +۰0 + Uq,‏ = ينا 
ومنه 8 + (1 3u, + 2n + 1 + 0٩+‏ = ينآ 
ليدبينا م - 0م - پا نه 


ومنه 

an - 2( + 2n + 1+ a(n + DF 7‏ - ,)3 = يبرن 

يي 7 

vq, = 3v, + a(-2n + 1( 2F+ 2n +1 

v1 = 3p + )-2 a + 2R E + a +1 
= 0 

ومنه تكون (برن) هندسية لآ کان 

(-2 +ع‎ 2n 2 +a +1 =0 


0= 2 + 2- 
أي و 
0 1+ +0 2- 
وهنه 211 ين و 1 9 
. 2 2- ۰ 
ومنه حتى تكون (س) هندسية / 
يجب ان يكون 1 = م و 1ع : 
uo + «(0) 1‏ = ون 
0 5 هي [ 
ا س با هي (2:3:4 
Vn 9‏ و 14د 11 3 ۳1 
ماه 4ب تعيين قيمة العدد الطبيعي ور 
Vp‏ = بر أجلها ١‏ 
ومنه ۷ ۰ ,1 مصاعقا للعدد ع 
لكاي کون برلا مضاعفاطا در 5 ذا كان (0]5 = ب 
عبارة ي ۳ ۱ ١‏ 
7 11۳ المئاةء 2 [0]5 = 1 a‏ 
ب يدي ب 
Un = Un TTT 0‏ 4۸ = 7 نجد 
مح ع ےر ر 1151 - 4k‏ »3 د AOS‏ مزا 
3- حساب ,رک 151 - 4 - 1 = رد زر 
e‏ أى | [4]5- = 1 - hm‏ 
7 + ۰.۰۰ د 8 ۲ = 
1 + 2 + ونا = رو ف 'نه يكون [و)ن < u‏ إذا كان 0۲51 =< 4 
0 ۳ ا ۷ , ن [5] 
Sn 2 0 q -1‏ اذا [0]5 4k‏ 
و ۱ و ۳ ck‏ پر [0)5 = k‏ 
/ 2 
حساب ,رای |* (4)56 دي 
Un‏ + + و1 لل 1 Si = Uo F‏ 2لا n = 20k keN‏ 
۳3 ولا AR F2 i‏ ی 
5 [1]5 "3 


4k 17‏ 34+1 ع 1 ١‏ - 
سس ل | [2]5 - 4k‏ - 3 = 
۹ 1 نه 


ا الفضية المتتاليات من الألف إلى الياء 
۱ = 


أنه یکود [1]5 = k‏ ۰ بکالوریا 8 الریاضیات 
أي [4]5 = k‏ 


تج 54 k=‏ [8 الموضوع الأول التمرين الثالث 
يا نعتبر الدالة ‏ المعرفة على المجال ]مه+ :1] 
kef‏ 7 + 200 = 1 + (4 + 41 = „ | بالعبارة: 


= ین‎ k= 
FO 3۳ 34+2 4k +2 ما‎ 


4k - 2 - 15‏ - 135 سج 3۳ يرمز (6) الى منحنى م في المستوي المنسوب الى 
4k - 3]5[‏ - 4 5 المعلم المتعامد والمتجانس ([;1; 0)(الوحدة على 
=4k + 1]5[‏ = المحورین 267 ) 
اي أنه يكون [0]5 = ہا 1- احسب لک وا وفسر التتيجة هندسیا 
انا کان [0]5 = 1 24 4 و 
-4k +1 = 0]5[‏ -ادرس تغيرات الدالة ۶ 
Y= 0]5[‏ <-(4 -باستعمال منحنى دالة "الجذر التربيعي" أنشئ 
4k = 1]5[‏ المنحنی(6) 
ولدينا [0]5 < 51 -ارسم في نفس المعلم المستقيم(( )الذي معادلته: 
k= -1]5[‏ * ع 7 
k = 4]5[‏ 2- نعرف المتتالية (,لا) على المجموعة ل کالاتي: 
رمن k=5k' + 4 ۸۲ EN‏ 
رمنه 2 + )4 + 46 = Un+ı = f (Un) n‏ 
n = 20k' + 16 +2‏ 2-- باستعمال (0) و (6) ۰ مثل الحدود ولاء رل » 
n = 201 + 8 3‏ يول على محور الفواصل 
4سا 3 + n = 4k‏ 2 ضع تخمینا حول اتجاه تغير المتتالية (,ل0) 
[1]3- 4-3 - 34۳*۲3 = 1 37-7 وتقارنها 
4k ¬ 4[5]‏ - 2 = 3-- بر هن بالتژاجم أنه من اجل کل عدد طبيعي ۸" 
ون [0]5 > ينه 5 > ولا > 2 XUA‏ يبرل 
4k = 05127‏ - 2- 3ب. استنتج أن (,رزا)/هتقاریة» آحسب ولا 9 
4k = -2]5[ 5‏ 
بطر [0]5 = 5 17 
٠‏ رح لجد [2]5 = k‏ 
ده ر 3 ع 2 "5 k=‏ 1 حساب lim fO-f(D)‏ 
n = 4(5k' + 2) + 3‏ + _ وت 
n = 20 + 1 9‏ 1-3 - ول +3 . f&- f(1)‏ . 
ا ا 7 الطبيعية حتى يقبل ,ره القسمة على 5 هي 05 > د ET‏ 
n € {20k + 11; 20k + 18; 20k + 17“‏ : ۳۳ 
6 :لاع ير مسب !۱ سو 
Î‏ وود 2-1 
مول = lim e‏ = 


: 1 


2-1 
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مواضيع شعبة الرياضيات 

-تفسير النتيجة هندسيا: يوجد نصف مماس يوازي 
محور التراتيب عند النقطة ذات الفاصلة 1 

(م غير قابلة للاشتقاق عند 1) 


الله 
2-أ- تمثيل الحدود 0 111 ؛ 117 نا 
و .۳۰ #2" 


دراسة تغيرات الدالة f‏ 0 

المشتقة: / قابلة للاشتقاق على ]0+ :11 en‏ 
و سس - = () *] 

لدينا 0 < 7-7 ومنه 0 < (:ه)'"ر على المجال 

مه + ;1 لا 

ن r‏ تماما على المجال ]۵0+ :1[ 1 

وھ اب ر4( 


ک 1 عل + 6 lim‏ = مم im‏ 


بع 

ت 
کے 
چ 
£ 

7 

o 


2-ب- التخمين حول اتجاه تغير المتتالية 0 
(ببه) تبدو متزايدة ومتقاربة نحو فاصلة نقطة تة 
(CF)‏ و (D)‏ 

3-[- البرهان بالتراجع أن من اجل »7 طبيعي 
Uq > 5 JUn+1 > Un‏ > 2 


انشاء المنحنى (م6) باستعمال آلرالة × د × 
تسمى الدالة (×)1 حيث 1)x( = x‏ 


فان 3 + (1 - 1 = () ۰ 0 
ومنه (مرع) هو نفسه منحنی الدالة بن بالانسحار]رزي<. | - البرهان أن 5 ک يرنه > 2 
شعاعه )200 > نسمي الخاصية ()م حیث 5 > رل > 700(:2 


کا نبروهن من اجل 0 = 
- | «لِدينا 2 = مه ومنه 5 > 2 > 2 ومنه 5 > و15 
ومَكدِ(0) بر محققة 
لفك “زر (::0) صحيحة ونبرهن من اجل 1 || 
أي (1 بد مام أي. 5 > بيولا 2 :(1 +۲0 
ونطم آن م۴ کرت کی یرایت تماما على |5 
لذن (5)] > (مد)/ ف ۶)2 ۱ 
أي 5 ک بيرلا > 2 ومئه (1 + )م محققة 
3ع يسنان هنف 
-البرهان | ن Un+1 < Un‏ 
- نتحقق من اجل 0  <‏ 
2 > ولو 4 < یاو و 2 < 4 منه ارک 
- نفرض un Û‏ < با صحيحة 
برهن من أجل 1 + بي رن < بها 

من فرضية التراجع ا < با 
وبما أن () متزايدة تماما فان 
fF(un+1) > f (un) ۱‏ 
un+2 > Un+1 $‏ 
" ومنه فان ا < رس من أجل كل °۸ 


(154P 


اة الفضية 


يه 


Un+1 < Un 


نه ۵ > Un+1 - Un‏ 
نا كذلك 5 > پلا > 2 


راعلی ب 5 فإنها متقاربة نحو نهاية | 
ساب itty‏ 
ب أن (منا) متقاررية فان 

lim برلا‎ = lim وبرلا‎ = | 


۷].-1 < 1-3 
۱-2 < )] - (۶ 


0= (1-3) - 1 يمر 
10 -1-+ 9- 61+ 2]»= 
0 < 10 - ]7 + 2م 
بحل المعادلة نجد 9 = ۸ 
اما 7- = 1 مرفوض لأنّ 2 < ] 
ار 5 = ] مقبول 
ومنه 5 = lim u,‏ 
7+00 


دا 


الموضوع الثاني التمرين الثاني 
(ln)‏ المتتالية المعرفة بحدها الأول 2 = ويا ومن 
أجل كل عدد طبيعي 7 1 + Un+1 = u‏ 
1-احسب 1 و ولا U33‏ 
2() المتتالية العددية المعرفة من أجل کل عدد 
n‏ 
طبيعي ورب 8 + Vp = Un‏ 
+رهن بالتراجع أن (,ن)متتالية ثابتة 
مب استنتج عبارة ,ريه بدلالة م 
ج احسب „jM, Un‏ 
7 المتتالية العددية المعرفة من اجل كل عد 
n‏ 
تيد E E E‏ 
8 3 3 
حب المجموع ی حیث: 
Wn‏ ۰۳ ۰۰۰ + و۷۷ + Wo + W1‏ = 5 


ل د المتتالیات من الألف إلى الياء 
“. استنتاج أن (,./ة) متقاربة 


كع الحل 


1- حساب 111 113 LEE‏ 
ولدينا 2 


س 2 

Un+1 7 3 n + 16 140 = 
2 _7 

141 <)2( ۲1 25 


2-- البرهان بالتراجع أن (,)متتالية ثابتة 

Vn+1 7 Vn > 0 إذن‎ Vn+1 7 اي ن‎ ea (vn) 
/ سبي الخاصية ()7 "0 = 2 جح‎ 

نتحفق من صحة الخاصية من اجل 0 = م 


23 2 
)3( + و" - )3( + ينك وه - vı‏ 
2 . 7 
0 = س س بت .© 
2-1 3"3 


ومنه 0 = وت v=‏ 
إذن الخاصية محققة من أجل قيمة ابتدائية 0 = جر 


تفر أن (7)2 محققة ونبرهن أن (1 + )و 
a‏ 


أي بهن أنهي0 = 0+1“ بون 
]©+[ + سس حبس دمب 
"© دحم 0 ۳ 
ار (e. + E)"‏ - 2 ) + با 


2 
- 3 (Vn+1 - يرما‎ >0 


وعليه 0 = وبیرا - وبیرلا ومنه )1+ p(n‏ 


محققة 

ومنه حسب الاستدلال بالتراجع نجد 

Vn = 0‏ 7 7+1 أي (,ن) ثابتة من أجل كل عدد 
طبيعي :7 


2-ب- استنتاج عبارة بر" 

انا )هب 

و ی 

بما أن (,,ة) متتالية ثابتة 

فك دد )یبد 
وعلیه 3( ا 


2ج حساب ببلة 1150 


0 > ل وس سس سي ا 

با ("=١‏ عل لأن1 > > 

۱ n < 3 وعلیه‎ 

3 حساب المجموع 5 

۳۳ 
9 تک ات 


S = wo + ولا‎ + ۰-۰ + Wy 

2 1 n 
- 00-9 30-6 6-مقء‎ 
0+1+0 +) ++ 


تتاليات 2 حة 


5 متتالية مقترحة رقم:01 
ر النوتيقب: المتتاليات و البرهان بالتراجع رقم 34(تمرين شامل و رائع) 

ایم حي 1 ۱ ۳ 2 > 

0 (.ن) متتالية هندسية معرفة على ل » حيث 

n‏ ت ص ت 

حدودها موجبة تماما وتحفق: 

V2 4 193 = 3 


A= * - +4 ac 
A= 81 -4)9()-4© = 2252 (15) 
9-15 1 


6 = 18 ج 2)1( 
(v2)1‏ مرفوض لان الحدود موجبة تماما 
4 9+15 


مقبول) - - تت 
8 58 (مفبول) 3 18 2)2( 
اوو با إذن: < = ور 
1-احسب وا لم الأساس 1 والحد الأول 10 - حساب الأساس 0 
للمتتالية (يرنا) / 


ناء20 - 4 20 
رعین عبارة يدلام ۰ ثم بين أنها متقاربة دیناد" = ونا + ون ومنه - کے = ور 
إإ-نعتبر المتتالية (,ردة) المعرفة على ل بحدها الأول 

© ح ولا و 2۳3 = بولا3 
]مین قيمة » حتی تکون (یه) متتالية ثابتة 
2نضع 6 = ولا 
اداحسب الحدود: ولا » ولا » ولا 
ببرهن بالتراجع أنه مهما کانلا[ ع ۸ فال 3۔ح ,رن 


ومنه: = وت 
-عبارة الحد العام لمتتالية هندسية هي: 

Vp = 7 ۳‏ مع بر > n‏ 
ومنه: ).وتا = وت وش = q‏ 


5 
۱۵ ەا‎ 
N 


eni e‏ بر کج ون 2 و کي 
جعين اتجاه تغير المتتالية(ررره) نم استنتج انها 3 2 
متقاربه -حساب الحد الأول رس 
د.احسب نهاية المتتالية (رمة) وہ ا لدینا: ۴ ".رن عبت مع م < :7 
3لتكن(,1) متتالية معرفة على لا[ ب: | وهند: 1ن .ىت = بت 


Wan = Un عححت‎ Vn 
Wı و‎ Wo 3-أ-احسب‎ 


3سب- برهن بالتراجع أنه مهما كان ۸ ع 7 فان 
المتتالية (بربا) ثابتة 


جاسئنتج عبارة ,ره بدلالة :ثم احسب نهايتها مرة 
۳ 
4احسب بدلالة م المجموع ر6: 


حيت : ...+ خلا + ا ری 
0 


[-2- تعيين عبّارة“الحد العام بر 
۳ .ولا = 9 


- تبیان أن (,,2) متقاربة؛ 


لدينا: (2) .3 = يرنه ومنه: 0 > رن زا 
T, = vê + vf +‏ م در ۳ 2 
(2v) X (271) X .....X (27n)‏ = ,رم | لان:1 5 > 1- أي:0 = 5 la‏ 


1+4+0 3 


ويما أن:0 2 ح 3 1ا فان المتتالية (f)‏ 


چ ل 7 - 

رس سس ی 

طسق | 1-11- تعيين قيمة » حتی تكون (بمه) متتالية ثابته:_ 
لهندسي: 3 = vg‏ ۷ و9 مک ثابتة يجب أن:» = ولا = برلا = رجملا 
يض ف | 4 1 حتى تكو ن(ررلة) : 

الي لمعطيات نجد:د = رن - ور لدينا:3 + 20 = 31+1 

۱ سور قن ومنه. 223 = ۾ أي:3 + 20 = 30 

هوتسن .| امه دنهد 


-حتى تکون (ہں) ثابتة يجب أن تکون قيمة ۾ هي:3 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


U3, U2, 111 [[-2--حساب‎ 
)21+3( 


لدينا:3 + 214 = 31+1 أي: = وپولا 
نازو ے 2106 ے واا ے 

13 3 +(2)5 ے 21+3 رن 

3 3 3 

و 3+(2)2 3+ 22 _ 
مره 5 38 لبت 
2-1-بیدالبرهان بالتراجع أنه مهما كان ٩‏ ع ۸ فإن: 

9 S3 


ات "u, > 3" P(n)‏ 
- من أجل 0 = 4 لديتاً:3 < 6 


a 


محففه 
- نفرض أن الخاصية ()2 مْمققة من أجل ۱۱ © 7 
آي: 3 < »ا ونبرهن آن/1(7 + )م محفقة أي: 
Un+1 > 3‏ 

-لدينا من الفرضية أن: 3 < u‏ 

ومنه: 


= ونه إذن:(0)م 


أي: 3 > Un+1‏ 
ومنه (1 + 2 محققة 


إذن 3 < ,ريه من أجل كل عدد طبيعي :7 
2-1-ج تعيين اتجاه تغير المتتالية (,,::): 


-ندرس إشارة الفرق ا - وبیولا 
۴3 22 
لا 3 2 Un+1‏ 
1 - 3 + ملا2 _ 
1 _ 3+ ولا 
Un + 3)‏ )3 ال SEE‏ 


لدينا: 3 < ,بيه ومنه 0 > 3 + پا 

إذن: 0 > »ا - وہم» ومنه المتتالية (د) 
متناقصة تماما 

-استنتاج أن المتتالية (,»1) متقاربة: 

یمان المتتالية (,,ريه) متناقصة تماما ومحدودة من 
الاسفل بالعدد (3) فهي متقاربة نخو تهاية) 


1[-2-د- حساب نهاية (,) _ 
- بما أن (,,::) متقاربة فان: 
U, = 2‏ ا = Un+1‏ الى 


2n +3. ۱ 
3 “ 


«+1 


او کت EN!‏ 
1]-3-ج استنتاج عبارة زیم بدلالة 7: 


ومنه:* 2۳ = + أي:3 + 20 = 30 


۳ منه = 
إدن:3 = ) و 3 E‏ 


3-1 أ-حساب رس ف ۱۷۱ 


Wn = Un ¬ Un ومنه‎ 

= 6-3 = و9 - ولا < و۱۷ 
و 3 < 2 - 5 = وا < ولا < ربا 
[-3-ب البرهان بالتراجع آنه مهما کان ne‏ 
المتتالية (برس) ثابتة: 


- نسمي الخاصية (Wn) ۲ P(n)‏ ثابتة" 
- من أجل 0 = 7 لدينا: 3 = ,۷ = و۷۷ 


محفقة 


أي:(2)0 محققة 
- نفرض أن (۸) ۴ محققة من أجل ۸ € ۸ 
اي آن:3 = با 
ونبرهن أن (1 + )5 محققة أي:3 = ربس 
- لدینا: ۵+1 7 Un+1‏ 7 بو 
2n 3 2‏ _ 
15500 
Un) 3‏ - )2 _ م29 — 3 + 2 
3 5 3 
3 2۷ 
3 
-لدینا: من الفرضية 3 = بس إذن: 
2w, +3 28(+3 9 ey‏ 
29 وح سح رين 


إذن (,) متّثالية ثابتة من أجل ۸۱ ع ۾ 


Wp = Un -- Un.‏ او مُنه ير رن + با = ينا أي: 


70 ERA Û) 


-حساب نهاية (ں): 


2 ۱ 8 
۸۷ li 1 431 
f 200 | 6 


لان 1 > + > 1 


e عي‎ Hn, 
0 v1 ۱ Un ۴ 
a=) OTT نا‎ 

0 5 1 ۰ 


۴ O 56 ۳ 


158۲ 


.:.اء العلاقة التراجعية التالية نجد: 


+ 
17 2 
0 


۱ 3 +1 ح< لد 
۲ 1 2 11 
بح 2 +2-1 
7= 


بلببعالعتودي طرفا لطرف نجد: 
++ 6+ ]+ جمدي 


1 تکرر ۱+1 مرة 
3*1 
لها 
رنه [ ر 


Sq = 1(n +1) + [1. 


n+1 5‏ 
إن: [1- (8+1+2]2 ديك 
> حساب كل من ,7 و ,۳ بدلالة ب: 


موی و 


سب ,ر[:حیث:ُن + ... + 4 + ون = 7 


4( .ومة) = 
4 .وت) = *روت) 


ومنه: 


2 = "0 
اع العمودي طرفا لطرف نجد؟ n)* = (vo.‏ 


Tn = *(وت)‎ TE (vgq2)* +" n 
1 < رون + خن‎ qy, gO + 9) 
Tn = vê [1 + 4 + 429 + .+ 
م‎ 3 
ميج‎ 91] 
8 4 


متتالیات مقترحة 
٠ ۱‏ 6( 2 
n= ۲1 0 1‏ 
- حساب ,۴ 
لدینا:(,20) ۰ (2vo) X (271) X‏ عيرم 
2120 = و2۷ 
۵0 = 211 


10 20 = و2۷ 


۵0 = 211 
-بالضرب العمودي طرفا لطرف نجد: 
(2vo) X (2vo.q) X ...X )280.4(‏ = يم 
[ ۲097 ... *9اونا ونس 711 = PB‏ 


P, 5 2+1 0011 [1. q. q2 q"] 
2 ا ا 2+1 ہے‎ E) 


lr ۱ ۱ 
P, = (2 x 2+1 6 je ١ ند‎ 


ا )3 (2x‏ يم 
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الإسم على البوقيرب: مواضيع مقترحة في الرياضيات في المنتا يات لبکالوریا 
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2۸ متتالية معركقة على *3]1 بحدها الأول: 1ك‎ (un) 


_ FT 3(n+2( 
+1 > ريج‎ ۱ 2(n+1) و‎ 


1-- بين بالتراجع أن المكقالية (,,ه) محدودة من 
الأعلى بالعدد 3. 
1-ب. بيّن أنّ المتتالية (,ربه) رتيبة: 
2-(,,ه) متتالية معرفة على*[[كما يلي: 
Vn = 7163 — 1q)‏ 
2 بین أن المتتالية (بر) هندسية يطلب كتين 
أساسها و حدها الأول. 
2-ب- عبر عن (برلا) و (ہں) بدلالة . 
2ج ادرس تقارب المتتاليتين (بتا) و (برنة). 
3-احسب بدلالة :7 المجموع: 
nu,‏ + ۰۰۰ + و3 + 2 + Sq = u‏ 
ثم أحسب lim Sp‏ , 
مه 21-4 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
جي الحل 


بسح یت و 
1--البرهان بالتراجع ان (ہ») محدودة من الاعلی 


- نسمی p(n)‏ الخاصية 3 e‏ ۱ 
-من لجل 1 كو لينا 3 > 1 < وه اي (2)1 


a 


محففه 
نفرض أن (7)2 محققة أي 3 > ا 
او ,0> 3 - بل 
ونب رهن صحة (1 + ۸)م أي 3 > يبيبلا 
أي 0 کی ۳۳7 Un+1‏ 
n 3(n+2‏ 
7 دس (202+1 ح 3 - ويلا 
(3*2)01-(02 3 ا 


2+1) 
__ 71317146-676 


)2(4 
7 2 
2(n+1)‏ 5 
(3- 7 4 
(2)0+1 `` 
لدينا *[8 ع :و 0 > 3 - ,ره (من الفرضية ) 

۲ (3- و رن 5 7 
وەش 0 > و إذن 0 > 3 < یبیل م 
أي 3 > وجيبلا 
ومنه (1 + )م محققة وأخیرا 3 > پبه من أجل / 
۴ ع 7« أي المتتالية (un)‏ محدودة من الأعلى 
بالعدد 3 
1-ب-تبيان أن المتتالية (,,مه) رتيبة: 
ندرس إشارة الفرق ا - 1ب+ما 

n 3(n + 2)‏ 
RD 2+1 ۳‏ ° عل ولا 
nu, + 3n + 6 - 2111/1 - 2Un‏ 
(1 +20 3 
لا 2 - را 6-11 + 3n‏ 
(1 + 20 
3(n + 2(‏ + )2 + )با 
)1+ 20 3 
(n 38 2103 Un)‏ 
(1 +20 ۴ 
لدينا 1۷ © 7 و 0 > 3 - ينه أي 0 < ,3-1 
7 0 (3-14) (7+2) 
إدن. )2(1+1 
ومنه 0 > ولا 7 Un+1‏ 
أي المتتالية (un)‏ متزايدة تماما على 2 


3-حساب بدلالة n‏ ۱ 
تم د ست و را 


2.ا-تبیان أن المتتالية 
أساسها و حدها الاول 


تكون (برنة) هندسية إذا كان: Tn‏ 7 بين سسا 
لجسا - 1()3 + ` 
n 301+2(‏ 9 و 535 
2+1 وا بت 3 (1 + ” ۱ 
(3)7+2 _ ل 
و (201+1 3( (1+) - 


| n 3 
` 3+ 1( - لا‎ - (n +2) 


21 )6 + 6 - nu — 37 - 6( 


2 
۳ (r = nun) 
1 
203 > Un) 
1 
۷+1 2-3 


ومنه (رنة) متتالية هندسية أساسها  <‏ ۾ وحد 
الأول 2= (1- 163 < ا 
2-ب.-التعبیر عن ,رت و ا بدلالة 7 


73 


منه ر TN‏ 

5 (3) > مه 

لدينا )1 — 2)3 = را 
للم بيه - 3 

1 ےد 

i 3ح‎ Sn 58 ي‎ 

منه 4_311 

9 )2 = بل 


2-جدراسة تقارب المتتالیتانا (ب) و (un)‏ 
12 
lim 6 7۳‏ = بت im‏ 
2 م + جر نا 
دمنه (1) متتالية متقاربة نحو 0 و 
2- 1 
3 نس ۱ (2) 2 - | Ho n = lim‏ 
n 2 ۰‏ ص +4 11-9 
ومنه (,,ة) متتالية متقارية نحو 3 ۰ 
سس 8 
ما +۰۰۰ + 3u‏ + و2 + 1 إن 
1 3< ۱ 
vg = 03 ~ Un 17‏ أي ا 


4160۲ 


1 
3 ا - (3)1 9 
ونه - (3)2 = و210 
وا - (303 - 313 


nil, = 301( - v, 
لب العمودي طرفا لطرف نجد:‎ 
- [r + لي د ورن‎ | 


۳ 7 
F 3r v, f‏ و] مت ے زک 
اس 
2 
HAN) + 40-1‏ = رک 
حساب: برگ lim‏ 
3n 56 1‏ 
مل سح 
000 1 
im () 5‏ لان 1 >2 > y1‏ 
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الإسم على اليوتيوب: مواضيع مقترحة في الرياضيات في المتتاليات لبكالوريا 
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عبر المتتالية (,,::) المعرفة من أجل كل عدد 
طبيعي :7 ب:2 = ول و1 + Sun +n‏ = 
1احسب الحدود ا ,ونا و وه ثم ضع تخمينا حول 
تجاه تغير المتتالية (ة). 
برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 
زا 3 +2 > un‏ 
2ب - آدرس اتجاه تغير المتتالية (مبلا). 
2-جاستنتج أن (ربه) محدودة من الأسفل.هل يمكن 
اول أن (») متقاربة؟ 
3-نعتبر المتتالية (,,ن:) المعرفة من أجل كل عدد 
عي 11 بالعلاقة: 11 - بردة < با 
مين أن المتتالية (,,:) هندسية يطلب تعیین أساسها و 
حدها الاول, 
عبر عن ,ررد بدلالة ور ثم ر بدلالة ثم أحسب 
المتتالية ا E‏ 
+ حسب بدلالة 1 المجموع: 
Sn = uo + U + ۰۰۰4 Un‏ 
تكن المتتالية (,,7) المعرفة من أجل كل عدد 
ني بالعلاقة: ,)م1 = 1 


5 متتاليات مقترحة 
أ-برهن أن المتتالية (,1) حسابية يطلب تعيين أساسها 


و حدها الأول 
ب-أحسب بدلالة المجموع: 
1 ۰۰۰+ و[ + 1 + 10 ح An‏ 
ثم استنتج الجداء:ت ۷ ... × و < ونا × ونه = ,۶ 


كع الحل 


1-حساب الحدود ,1 ۰ ر11 ۰ وا 


2 1 ۲ 
+1 = gn +3 35 1 لدينا‎ 


ومنه ‏ 3ع 1 + (2)0+ (2)2 = نا 
كد = 1 + (1) 2+ () < = ولا 
= 1+ (2) + () ۶ = ولا 
وضع تخمين حول إتجاه التغير ل(,,14) 
27 9 3 


ومنه ولا > يلا > لا > ولا 
ومنه المتتالية (») تبدو متزايدة 
2--البرهان بالتراجع من أجل کل عدد طبيعي :: 
یکون: 3 + 1 > ,16 
“نستمي الخاصية ()۲ ۰ 3 7 > ,ولا 
مرج 0= 7 لدینا 2 = و و 0 > 2 أي 
uo > 3‏ 
ومنه (0]#رتحفقة 
جات زر ا من أجل کل عد وی 
اي 3 + ۸ > ,رن ونبرهن أن (1 + )م محققة أي 
3 + (1 +0 یاس اي 4 1 > وبيولا 
لدینا من الفرض 3 + ۸> ,ةا 

(n + 3)‏ وگ 

3 (۳ 3 


1 2 1 2 
031 جک ۳1 ۲ ماج 


3 3 
2 6 1 
Un+1 ک‎ 21 551 
3 
Un+1 > 72+ 1 


Un > 7114+ 3 > + 4 

ومنه (1 + :)7 محققة 
إذن 3+ ۸ > ,ره من أجل كل ۷ ع :7 
2-ب-دراسة اتجاه تغير المتتالية (,,:ة) 

لدراسة اتجاه تغير ندرس إشارة الفرق ا - 1با 

Un+1 7 n اس‎ +n + 1 - un لدینا‎ 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


3-.ج حساب بدلالة n‏ المجموع 77 


۳ عه ۳ ۱ 
3 "3 3 لدینا ۰ 7 - ,= ln‏ سر 
)3+ + ببلات) << و 7 a‏ 
7 ادن 0 + Uo = Vo‏ 
لدينا من البرهان بالتراجع أن 3+ : ک برلا 1 + 9 = لا 
ومنه 3 + 7+ بل > 0 2 + ون 2 ولا 
ومنه ولا - n1‏ ک 0 إذن (بد:) متتالية متزايدة 
2سج‌استنتاج أن (به) محدودة من الأسقل ۱ 
با | متتالية متز | آله قيمة تأخذها هي2 Un = U, tn‏ 
بكاران ( برین) متتالية متزايدة واصغر قد سا تاه 
S UG ... ..... > U‏ ولا >> SU‏ ولا - 2 بالجمع طرفا لطرف نجد 
ومنه (,20) محدودة بالعدد 2 از ۳ + و۷ + ولا كرو 
...2+ 
لا عکن القول ان (يرلة) متقارءة اذا كانت (مبلة) و 


حیت تیک فى مجمرخ متتايع العتتالية مره ۳ 
أساسها 7 = ۾ وحدها الأول 2 = ود ومنه 


هت 26 _ این 


متزاندة/وتحدودة من الاسفل 
3-آ-بیان أن (,) متتالية هندسية 
تكون 6 متتالية هندسیه 2 آذا کارن* ۷ = 


۷+4 : سس از رو 
لدينا 7 - n = Un‏ 20 1-1 
منه 21141 
e+e es ptr (+‏ لا 0 
“u, +27 + 1-4-1‏ = 3 = 3 - 
ودع كه 7 زک هو مجموع حدود متتابعة من متتالية 
e‏ أساسها 1 = ٣‏ وحدها الأول 0 = ون 
باس 7 رنه وا = بيو 
و < n1‏ نت + 
ومنه المتتالية (,ة) هندسية اساسها 2= ي وحدها | دسج + 6 + 6- ديه 


الأول 2= = (0) - ويا حت و1 
3-ب-التعبير عن (ہں) بدلالة م 
(,رنة) متتالية هندسية ومنه حدها العام هو 


هن أن (,,۲) متتالية حسابية ۱ 
تکون (ر1) متتاليةبحسابية اذا كان: ٣1 = 7 + ٣‏ 
لدينا Zn wn)‏ برلاو 31 26 = 


5 8 5 3 نه In(vp+4)‏ 1م21 
9 2 ح ره ۳۹ 1141 2 
۳*5 سر ()2)«ا سرب 
تعبير عن (,,2) بدلاله 12 ا 1 
٩۱ > ۱۱)2( 2 ۱‏ 
لدينا 1 - Up = Up‏ 3 وراعد 
ومنه Un = n +n‏ 6 11 +6 )2= 11 
تب 3 2= ملا 6 nln 8 + In‏ + (۱0)2 ۶ ۲ 


حساب نهاية (ررية) 


,im, Un = , jm (2 2)) +«( 
ان 1ب 2ب‎ ۳۹ 
"< دمنه (,:1) متلية حسابية أساسها (5) وا‎ py a E 
To = In(vo) = 2 يدها اول‎ 
T, = Tg + nr ۳ 


َه 


4 ال ۰ ية 
TT 2 2 + nln (3)‏ 
سب دوه سح تیار سروس 
رن ۾ هو مجموع حدود متتابعة لمنتالية حسابية 
e‏ (1+^) _ 
معناه An ۳ Ng [To f Tn]‏ 
nln (Ê)|‏ + 2 ملع 2 


2 
[21n 2 + nn )2(|‏ لت _ 
استنتاج الجداء ,7 بدلالة 7 
لدينا را × .. 26 72 171 Pn = Uo X‏ 


2۱1 
د )2= با 


(r+1) 


An 


=2" 
Pq = (2.2.2 .. .....2(((5( 6 6 356 
بو‎ 0۳12۷ 
Pn = 2۳*۰ (3) 


(n+1)n 
ر‎ 


.8. متتالية مقترحة رقم:04 


الإسم على اليوتيوب: مواضيع مقترحة في الریاضیات في المتتاليات لبكالوريا 
9عت+ر+تر) رقم 9 

[:!) متتالية معرفة ب: 6- = رن ومن أجل کل 

Un+1 & 2n +2n =1 ا‎ 

556 

1 أب الحدود u‏ » ولا و وله 

برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 
ون أن: 0 > n‏ ۱ 

"جه‌اون ۷ 5 هم اواو ده 

و کب Un‏ بدلالة ولا ثم استنتج أنه من جل 

بجعي 4 < و أن: 2۸-3 < u‏ 

ب نهاية المتتالية (ن) 

۷ متثالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي 71: 

۱۳ انب اا = 12 حيث 6 و 8 عددان حقيقيان 

وور. نا ليمة » و م حتی تکون (ہں) متتالية 

ن انشا وحدها الأول 


7 
ی 


f 1 دح‎ 


متتاليات مقترحة 
2-ب-اكتب Un‏ بدلالة ۱۱ ثم أستنتج أن من أجل كل 
عدد طبيعي ۾ أن: 0 - 47 + 2277 = u,‏ 
2-جاحسب بدلالة « كل من: 
با + ۰۰۰ + زا + ولا = Sn‏ 
بر < ... X‏ وا Pn & Ug X‏ 
Un‏ 110 + ,۰۰۰ + وا 1 + وتا 1۳ = T‏ 
Hn = 40 + ۸۰ + ۰۰۰ 1‏ 
رولا + ۰۰۰ + U,‏ + ولا + ولا = Hf‏ 


کي الحل 


1-آ-حساب الحدود 11 ۰ وله و واا 
1 - 20 + لا << وبیبلا 
4- 1 - (2)0 + ولا < > ولا 
1- 2-1-2 + (4-)2 = ولا 
5 


4-1-3 + (1-) 25 ولا 


1-ب-البرهان بالتراجع أنه من أجل:3 < ۸ 

Un > 0 : آن‎ 

نسمي (7)2 الخاصية 0 < رل 

میا أجل 3 = و لدینا 0 < * = وا ومنه (2)3 


oe 


مجففه 
نفرصّن آن-(:)«محققة من أجل كل عدد طبيعي 
3 < ”.0< پرربونبرهن صحة (1 + )م أي 
Un+1 > 0‏ , : 
لدينا من الفرضيّة* 0< وا ومنه )5(0 > 2n‏ 
أي 0 < »< وكذلك لدينه-3 < ۸ 
(2)3 < «2 ومنه 6 2:2 )1 - 6 < 2-1 
ومنه 0 < 5 < 27-1 
u, + 27-1 > 0‏ ومنه 0< Ty‏ 
۰ عع 
ومنه (1 + )0 محففه 
إذن 0 < بريه من أجل کل عدد طبيعي 8ر جا" 
ا سوت و 
1-جكتابة ہا بدلال4 و-ببلا 
لهاك سس سس حوزن 1 
لدینا ا نی 
ومنه FOS‏ و وا 
SU ۳ 27-2 -1‏ = 

1 
22-3 + ماد Un‏ 
عدوم 8 0 —- 238 < U,‏ 
استنتاج من أجل 4 < 3 أن 3 27 ^ « 
لدينا: 27-3 + ينا = Un‏ 


5 


1 
gUn-1 = U, - 2n +3 


RE 
المتتاليات من الألف إلى الياء‎ 
Un-1 = 2u, - 4n + 6 

لكن لدينا من البرهان بالتراجع أن 0 < ,ا 
لما 3 < ۸" ومنه 0 < بن لما 4 < 1 
ومنه 0 > 6 + 2U, — 4n‏ 

2Un > 4n — 6 
7 < 4 لما‎ uy, > 22-3 
Un > 21-3 لدينا‎ 
7 e و‎ 7 


2-أ-تعين فَيْنَةَ » و م حتى تكون (,,) م هندسی 
مع تعيين انیاشها وحدها الأول 
تكون (,,) متتالية هتكسية إذا وفقط إذا كان: 
Vn+1 = 0‏ 
Vpn = Un + an + B‏ 
Un +06 1) + 6‏ = يرا 
ZU, + 2n yA + an + a +‏ = يرقا 
ولدینا: 6 + vq = ug + an‏ 
~an - 6‏ پا < Un‏ 4 
ومنه 
2n - 1+ an + a +8‏ + )8 نجه = ون 2 u‏ 
1 1 
zf + 2n =1 + an + a + 8‏ امج 3u,‏ 
+ » +1 - ع - 2+ +5-) + =v,‏ 
د 2 2 
© +1 ?+ (2 + ) + ,= 
تكون المتتالية (,ة) هندسية 
إذا: 0 - ب 
إذا: 0 = ۾ + 1 5+م(2+ع) 


هام: -ينعدم كثير الحدود إذا انعد مت معاملات 


حدوده 
ومنه 4- = » ج 0 < 2 +2 
دوب و ۲ 
0 = (4 + 2)1 = ( - 20 = م 


ومنه 10 = 8 
ومنه (,رنة) متتالية هندسية أساسها 2 < 
تكون 4- = » و 10 - م 
حساب حدها الاول 10 
Vn = un ¬ 4n + 0‏ 
0 + )4(0 - 0 = ولا 


آآآ ڇ > > > حح جج نے 


٩‏ يجب أن 


- -6 ٩+0 +10 
وى‎ = 4 


2-ب-كتابة ره بدلالة وو .سس 
a ۳۳۳۳‏ 


استنتاج من أجل كل ۸ ع ۸ أن: 
4-0 ۲ ۳ 22 رن 
4n + 0‏ — 


n = 11۳ 


۳ a) + 4n - 10 


-)( + 4n - 10 

4n - 0‏ + 2277 = 
2چ ای 99 
وك مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندسية أساسها 
<< ۾ وحدها الأول 4 = وا ومنه 


11-01 1/- 
2 و حر 
2 


حساب رم 
În‏ ...با رت Pn = Vo X‏ 

نا هبو 

U =4 

اه لله 

)4= ره 2 

بالضرب طرفا لطرف نجد 110 1*4 

x +) ۹4 4‏ مد 

4 n 
a مك‎ <|) x (x x] 


کر 3 5 1 
2 


Pn 7 ۶و‎ x 
:71 سا ع بدلالة‎ 


tn با 13 + * وا نا‎ 
نت‎ X Vo X ... كا‎ Uy) 
= In(pP,) 


ماع سحي In‏ = 


حسابم 1 بدلالة 71 

ولا ۰۰۰ + 10 + ولا = Hp‏ 
یا ."سم 10 - ۸0 + e‏ = 
() متتالية هني اسه + 2 = ۾ وحدها الأول 


4= 
أما (10 - 4) متتالية”خنابية أساسها 4 = ٣‏ 


رحدها الأول 10- 
4n - 10]‏ + 10-] شق SR‏ = بر 


۳ 
Hy = N 8 | + شک‎ ]-10 + 4» -10[ 


8 
Hp, = 8 (1 5 0) + (n + 1)(2n - 10( 


وهنه 


د 


71 حساب ,11 بدلالة‎ 
١ Hj = ug + ug + ۰۰۰ + رولا‎ 
uy = vq + 47-10 لينا‎ 


رمنه 10 - ) Van + 4(2n‏ = پرولا 


د 4= 
( 4= ہت 
4= 
اماي دسية اسي = "0 وحدها الأول 


ساري 4 و ( 10 - ::8) متتالية حسابية أساسها 
۹ 7 وحدها الأول يساوي 10- ومنه ",1۷ هو 
ره عن مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندسية و 
متالية حسا 


بية حيث: 


7+1 
8n - 10(‏ + 10 )لخدي 2 خن 6 :۱ 


Hf = 30 - 0۳ + (n + 1()-10 +0 


۰ متتالية مقترحه رقم:05 


الإسم على اليوتيوب؛ مواضیع مفترحة في الریاضیات في المتتالیات باك 2018 
(ع تغرغت ر) رقم 10 
(بردد) متتالية معرفة على ل كما يلي: 
2 ۰۱ و 1= ونا 
gUn+1 7 0‏ = يبورلا 
|-(,نة) المتتالية المعرفة على ل كما يلي: 
Un+1 7 Un‏ = را 
1-برهن أن (,,نة) متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها 
وحدها الأول 
2-عبر عن (,ة) بدلالة ۰7 مبينا أنه مهما كان 1 
فان: 0 < پر 
3-عين اتجاه تغير المتتالية (,رنة) ثم برهن أنها 
متقاربة واحسب نهايتها 
4-استنتج اتجاه تغير المتتالية (ں) 
5-احسب بدلالة م المجموع رک حيث: 
Un‏ ل ۰۰۰ + 171 + ولا = Sq‏ 
ثم استنتج عبارة بن بدلالة 2 و أحسب lim Un‏ 
6-احسب بدلالة + المجاميع التالية: 5 
77 + عه vf‏ + ونا = و5 


1 
8 سس دی ملو < و5 


vo + U1 + ٠٠١ + Un‏ = وى 
vq + ۰.۰+ a, YW‏ + وا + vo‏ = و5 
7-احسب بدلآلة]#الجداء,,رجحيث: 
Pn = Vo. V1. gf. 07‏ 
8-احسب بدلالة ر 6 و : 
٠٠١ + In(vn)‏ + مره جرروت) ۱۵ = 
1-نعتبر المتتالية(,)المعرفة 1e٦‏ 


)!ا = 
أسبرهن ان ( We SAE‏ وحدها 
الأول 
ب-عبر عن ,س بدلالة :م واستنت ستنتج اتجاه تغيراها.يم 
احسب پاتا 


جاحسب المجموع رک بدلالة : 
مد 0 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


1ه الحل 11 1 1 5 5 

= ل = بقة اقا 

ی 7222222 509 ) ) لكل 1 الى 

[-1-تبیان أن (,رره) متتالية هندسیه مع تعیب زان ف ا ظ 

اساسها و حدها الأول ر7: 3 ۱ ظ 
2 اذ استنتاج اتجاه تغير المتتالیه 1 

(برنة) متتالية هندسية إذا کان: 4ب = وبیر ]-4- ۳۳۱ 2 يه :(un)‏ ۱ 

۱ ریا + 5 زب‎ = Una - Un+1 


2 3Un+ 
4u -31 1 1 1 
vy, = ntin ری‎ 1 ۳ 
1 5 


۰ 


1 
(Un+1 Un) = ۷3‏ 3 = وپی۷ا 
: مدي + .. 9 1 
ومنه (,,:ة) مُتتالية هندسية أساسها < = و 


-حساپ رر 7 
4 ب = م19 
اکآ “اک 88 1 ۰۰۰٩ Un‏ + ج17 + Fv‏ ولا - 5 
١ 5 7 7-1 0 1 0‏ 
PEE‏ 2 2 و 1-6 0۱ 
الله ید عن ن بداله :7 ل۷١‏ دس 1+" 
قي 17 = ماع ۲ <2 EO) n‏ 
ومنه: 0 0 = با 5 ]1 
ص 0 241 
ومنه: m=)‏ يم ومنه: ) 5 -1) = 31 
ا 550 ,| -استنتاج عبارة ر بدلالة م: 
-البرهان بأن 0 Un+1 7 Un / aS‏ < بر 
لدیتا 0 < 3 ومنه >o‏ (۵) وت 
١ 3 7‏ 3 7۴ < 11 ملا ¬ ولا = و9 
E.‏ ۳ بت 8 #۷ << 7 ولا - چا > ۷ 
[-3-تعيين اتجاه تغير المتتالية (,): حل a‏ ۳۵ 
n‏ 1 
1 1 اياك 
د( - هب بلج رها رت پم لات يل" 
1۳/1 "1 3 
Vn+1 7 Vn =) 4;‏ + ولا - 1( = وت + ut vft.‏ + ونا 
(u J+ (ug — u2) +. + - =1) 1 4 2‏ 
3) ن- ی 
ی ۶ عا ی 
ومنه: 20 (2)2- كك وا وق 2 = وب ...+ + وا 
لان تیب 0 
- 1 3 
ومنه (,ن) متناقصة تماما على ل (2)-1 و 
رهام أن (,:ة) متتالية متقاربة: دمن وید 1 2 3 
یما ن (,رت) متتالية متناقصة تماما ومحدودة من ۱ 8 (2) -2]1- Un‏ 
5 0 ۰ 8 9 
الاسفل بالعدد 0 (لأن 0 < ,رن) فإنها متقارية 7 1 () -1] - ين 
ا 2 
حساب لا :وز 


6“ 
.حساب 5 بدلالة 11 
v2‏ سل ...+ v3 f v7‏ = 52 
نا و = Up‏ 
لحي 4 4 نت ۷ 
n =1‏ 704(7( = 07 
1-7 7 - ونا 
(aba)?‏ = نا 
+g)‏ .-. یه م )94( 0ر a‏ 


= + 097 + GF + + 


q + (q2)? + .... (q")*)‏ + 0(1 = ود 
لینا 1 = وتا 4 
[7(2و) ...۰ + 2(2و) + تي +12]1 = وک [ 
ر 2()....ل 42(2) +2 +1 حدود 
متتابعةالمقة کا سنس أساسها قحك 
7+1 
په ب اس زو ع 
2 1-2 
1\T+1‏ 
9 
)د 
مساب ڕ؟ بدلالة 11 
1 1 
3 + له N‏ باه دج وگ 
n‏ 1 0 
لينا ۳0۱0 وت Un‏ 
زهنه أجل 0 E = 3 n=‏ 
1۷0 2 
1 11 5-3 = 4 
1 ۷ 
27 11 8 = 1 
ات 
21 1 سے = 2 
Un vag"‏ 
v0 vVoq^ 7042 100۳‏ 


5 1 
ومنه اسب ++ + - یک 
3 
S4 21+ 3+ 32 +۳‏ 
وس 008 2- - ( ست = و5 


۱ ۲ 1-3 
لان (يل + ... + لش + ل + 1))حدود متتابعة 
اه 0 

لمتتالية هندسية أساسها 3 = ام وحدها الأول 1) 
ومنه (1 - 3۳*1) 2 = و5 


وأ ۰۰+ و + وتا وک 
لدینا ۳ = 


o = (o - 0 ومنه لما‎ 
۷۲ = ۷ 14 11 -< 1 
۷/۷2 = 7 7 < 72 
n = ۷ oq" 1 < 


ومنه "وونل +۰ < + 2و وقا/. + تون + S4 = vo‏ 

۳ د ...+ تچ + تول + 1) vo‏ = وک 
لدينا 7+ . س لت ی 
ابع لإ جنفسية ساسا = 


۱ 1 
ي 3 
ومثه 1 
31 
-حساب وى بدلالة 7 
ور ...لج پا ول + 0 E‏ 


لدينا ‏ ۵9 ۳ 2 
ومنه ادا 
وعليه Van = vq"‏ 

مث أجل 0 > 2 


7 1 
n=2 


a +2‏ = د 


Pan ۳ nq" > qq qit 


1-2 
ومنه پالجمع طرفا لطرف يمان 


المتتاليات من الألف إلى الپاء 


ابوروي س٠‏ ...له )لوول F‏ لول لد O Vo‏ 


ومنه: 0۸۷ ۰۰۰ ۵ ۰۱۰ )وت ود 
vol 1 ۵۰ 0‏ = و۵ 


ا 0 
لدینا |20 ۰۰.۰ 1 + ۶ 1۰| حدود و 
لمنتالية هندسية اساسها 2ي وحدها الأول 1 ومنه 


۱۱۳۹ 
ف 


]-7-کمیاب ,روز بدلالة :1 ۰ 
Pn = 001 een Un 1‏ 
“اوم = رجا 
۳ كفي 00۶ X‏ 1ل وناونا = Pn‏ 


لدينا 


01 


و مناه 


1۱۰۳1 ۳2 


vo 4‏ 3 5 3 
لدینا رو« ... + 3 + 2 + 1),حدود.منتابعة ل متثالية 


ومنه 


8-1-حساب بدلالة م المجموع "و 
S' = In(vo) + In(v,) + °+ In(v,)‏ 

sf = In vo + In ولا‎ +۰۰۰۴ In Vn لدينا‎ 

ومنه (,رنا ؟ ... × و۲ × ۲ × )"| = S'n‏ 


2+1 

Sn = In(p,) = In ومنه ۱ 6ن‎ 

ومنه ۱0۶ (1 + ۳)۸ = مک 

1]-أ-البرهان أن (,,۱۷) منتالية حسابية 
In(vn)‏ = ,تا 

Wan+1 > In(ln+1) = In(vnq) لدينا‎ 

= Inv, + Inq = In vy + In 6 ومنه‎ 

I: i 
Wan+1 F Wan + 10 0 ومنه‎ 
r= In ومنه (,س) متتالية حسابية اساسها‎ 


أي: 13- = ۲ 
حساب ۱۷ 


Wnt! 


wo = In vo = ln 1 = 0 
1 1-ب-التعبير عن ,س بدلالة‎ 
î" Wn < Wp + (n - p)r لدينا‎ 


3 = 


a f (n > (۳ 
wy F7 Wo hnr 
0۰ n(n 3) 
wy, 7 3 اي‎ 
(Wa) استنتاج تغپر المتتالية‎ 
۱ 2 ۱۱3 متتالية حسابية اساسها‎ (W,) 
و 0 > 113- وهنه (,۷) ستناقصة تما‎ 
im, Wn حساب‎ 

jim Wn < iM, ۱۱ ۱۱۱ 3 = مه‎ 


t0 

][-ج-حساب المجموع ,رک بدلالة , 
Tt" ۳ Wn‏ لاع رع ا 
| ,۱۷ + وسا کے ۱ 


[0 - 0 3| 


Wn 


nt! 
سے‎ 


= 
أي |3 [nı ln‏ لے 5 
.0 متتالية مقترحة رقم:06 


الإسم على اليوثيوب: مواضيع مفترحة في الرياضيات في الماتالبات بك 0018 


(ع ت ار ات ر) رفم 14 
نعتبر منتالية الاعداد الحفيقية (,,؛: ) المعرفة على 
لإا ب: 


= 


سب ] دم 


۰ 
و 


1 
1-احيص 113 واستنتج أن (Un)‏ لبست حسابية ولا 


هندسيه 
2-نعرف كن اجل کل عدد طبيعى ۸ » المتثالية 
8 1 
(vn)‏ ت Un‏ 2 سب ۱۱1 = n‏ 
= 2--احسب 70 


2 لجا عبر عن ن بدلالة ا 
2-ج استنتج أن المتتالية (n)‏ 
2-د-عبر عن ,رن بدلالة م 
3-نعرف من أجل كل عدد طبيعي رب الل 
(Wn)‏ ب 
3--احسب س 
3-ب-باستعمال المساواة + برا ل +0" 
عت +۱۷ بدلالة ا و ن 
3-جاستنتج انه من أجل كل عدد طبيعي ۱۱۱ 
Win = Wy  2 9‏ 

ثم عبر عن س بدلالة ور 

#حبين أنه من اجل كل عدد طبيعي ۱۱ ؛ 
{168P‏ 


1 
كيسبة أساسها ج 


e. 


کت 
2n‏ 


K=T 


3 ۳۳ 5" = Uo + U ان‎ 


Un+2 = Uf 4 Un لبا‎ 


U 1‏ س 
ونه 0 7 1+ متاو و دولا 


- < رلا 
ناج أن (,,:ة) ليست حسابية ولا هندسلية 
می تكون (,ررة) ليست حسابية يكفي أن يكون 
ولا - ولا 3 Uo‏ - ولا 
<< (1-) - 2 = ولا - ولا 
#ذرمله لب ليمت حسابية 
اض تكون(,,ا)ليست هندسية يكفي أن يكون 
2 1 


لین 


لاحظة إذا کان ع # شا مزا لا يعنى أن (06) 
u H1 ۳‏ 1 5 
راذا كان رنه - وه ف 


أن (1) حسابية 


Un = 1 
0 u چ‎ 1 
0+1 1 = ت‎ 
2 0 101 2 10 


2-ب - التعبير عن 17+1 بدلالة Un‏ 


1 ۲ 
Vn+1 = Un+1+1 7 3 Un+1 ب‎ 
1 
بر‎ 3 Un+2 7 + ene 01) 
1 
12 ج‎ Un+1 5 qin ووو‎ ۰۰۰ (2) 


بتعوي ۹ )2( في (1) نجد 
Vn+1 < Un+1 7 qi 3 21‏ 
1 1 
gn‏ - 4 3 - 
1 1 
(unr 2 00‏ 3 = وبولا 


1y 
2n 


بما أن 2n‏ = ۷+1 

هذا يعني أن (,,) متتالية هندسية أساها ڈ q‏ 
2-د-التعبير عن ,مه بدلالة :7 

نعلم أن (رنه) هندسية ومنه 2007 = من 


1 n 
In =1 6 
2 ر‎ 
1 n 
Vn = 5) م۳‎ 
3-ا-حساب و۱۷‎ 
to 1 
۷۷ = — = -1 
ل ا ااا‎ 
۳ با‎ a 
بدلاله ,16 ,7 باستعمال‎ W,+1 باه التعبیر عن‎ -3 
ln+1 = Dp + 2 Un المساواة‎ 
u سس ص۳۳‎ 
WW =A 
دیا‎ 
مكلك = وبرلا‎ : 
a و‎ 
7 ¬ 
n+1 2 ولدينا‎ 
+ 
Wn+1 ج‎ 4 2 
2n 
vn 0 
— Un 
- م‎ 
2n 3n 


War = 2 + 
n 


متتاليات مقترحة 


, ایایف إلى الياء 
المتتاليات من طبيعي 7: 


ولاك اس 
۷ 


لدينا 1 پیج 2 ۳ وه 
n‏ 
9 259 


عن ,با بدلالة 71 
تن لس سایق 2 + Wy,‏ = بر 
Wn+1 = Wn =2. .)1(‏ 
2 (1): )نستنتج أن (,ر) متتالية حسابية 
اساستهاد2 = 7 
عبارة لولعم لمتتالية حسابية هو 
Wn = Wo + (n - 0 (>‏ 


ولدینا تن 
ومنه 27+ 1- = Wn‏ 
2n-1 i .‏ 
4-البرهان 2n‏ ڪا ن 
لدينا Wyn Gly, = E‏ = يرلا 
n‏ 
مما سبق نجد أن 1 - Wn = 2n‏ 
کے اش 
n = (2) 2R 2‏ 
چ un = (2n - 1) x‏ ر 
1 


7 


ه 


تن باتراج آنه من أجل كل عمد طبيعي بر 


۳ 21 +3 
#۳ نت‎ 8 
2n+3 ۱ 2 
Sn © 2 الخاصية‎ p(n) -نسمي‎ 


سمن أجل 0 = ۸ يكون ,5 كالتالي 


20 2 = و5 
5 1- = ولا = وى ومنه (0)م محققة من أجل 
n‏ 

-نفرض أن (:7)7 محققة من أجل n>0‏ 

2143 | 

Sn >2 = 2 يي‎ 

-ونبرهن أن (1 + )رز محققة 

5 2 -2(n+1)+3 اي‎ 

1 +71 کڪ 
لدينا 2 n+‏ 
ار 
ول ِ الفرضية أن Sn+1 Tn‏ 
2n +3‏ 

Sn+1 =2 کي‎ / 32 

۱ 1 
و 7 Un+1‏ من 1- 2 


20۳ ر 20+3 لف 
21 در 56 2 وی 
2(n+1)-1‏ تن ابا 
E 21+1‏ نی 
_2n-5‏ 
2041 223 
2145 
22-1 
2n+2+3‏ 
1 - 2 - 
2(n+1)+3‏ 
1 +2104 حو 0 


معناه (1 + ) محققة 
تلد - 2 = ی من أجل كل عدد طبيعي, 


إذن 
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الإسم على اليوتيوب: مواضيع مقترحة في الرداضيات في المتتليان 


لبکالوریا 2017 (ع ت٣ر‏ +ت رإرقم 8 

سنعتبر المتتالية (بببه) متتالية عددية معرفة ب: 
> پل 
5 إلا 


"۷ لا 3a‏ + لا 20 = وبرلا 
حیث ي عدد حقيقي من المجموعة [0)-]1:1 -[ 
نضع ومن أجل کل عدد طبيعي : 

y= «+1 ~ 3aun‏ نایم 
1-أثبت أن (,رت) متتالية هندسية يطلب تحديد 
وزحذها الأول بدلالة ©. 
2-هلی,المتتالية (.,جه) متقاربة؟ 
3-أحشك«زدلالة ۾ و ۸ المجموع: 8 

برع .۰۰ + 9 n ۷0 F‏ ¢ هذا 

4-عين قيمّة العدد اليقيقي ى علما أن“ = ,5 


متڌار 
-استنتج عندئذ بم ثم تن أن( 


35 
5-في كل ما يلي نضع بد دجم ومن 
طبيعي 1: پر × ... × 71× ونابج ۾" 
ات 
5-أسبين أن: ° )2( = în‏ ك 


5-ب-عین أصغر عدد طبيعي n‏ حتى 
3-4 ک رت 


ر الحل 


۳ 5 متتالية هندسية إذا كان وريه - 
Vn = +1 ¬ 3 Qu, li‏ 
(2)......Un+1 = Un+2 - 0 yy‏ 
ينا حبق 3:0 + Un+1 = 2 Un‏ 
رنه ببلاة0 3 + 1جرطانت 2 = يبيبلا ....)1( 
,لتعويض (1) في (2) نجد 
aig + 3 0*3‏ 2 = 

an‏ 3 + 1جيرلاه- = وبرت 

VUn+1 = -0 (Un+1 3» Cun) 
V(n+1) 7 Tn رمنه‎ 
مغاه: (بزد) متتالية هندسية آمناسها بم-  ۾‎ 
1 وحدها الأول‎ 

(1) 2-3 = 0 3 ¬= ولا 
© 2-3 <- 70 

[سعرفة إذا كانت المتتالية (,,:) متتالية.هتقازبة: 
با أن (برر) متتالية هندسية أساسها م = ي مع 
a €] - 1:00:11‏ 
إلن 0 = „lim (a)‏ معناه 0 = پر 
رمنه المتتالية (بته) متقاربة نحو 0 
[حساب المجموع ,رک بدلالة © و 7 
و هو مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندسية أساسها 


Vn+1 


Vn+1 n+1 


lim 
م + تر‎ 


رمنه 


) 

خلت رم 2-3) = 

e a) -(+1( 

عي 480-19 وهب 
بين قيمة العدد ۾ حيث 3 - lim Sn‏ 


مه +31 


li فا ت‎ )3 -2( 5 
gg 


03 2 


)3 -2( 
+ 


- 1 
1 )یه‎ A) a= | 
nim _ (~a)r+1 6 سا کے سد‎ 


a +1 3‏ 
من + بر 
معناه 3 © 2-3 


0+1 4 
)-3 (4 = 3) + 1( 
8-12 0 - +3 
15  < 5 


= Un+1 7 Un 


 )2( لدينا (1- 1*"(ہ۔))‎ 
Sn ( )((a)™* 1( 


a+1 
e 


30-2 041 E 
2)9 لد‎ 
3 


F Un+1 tn‏ را 
و بالجمع طرفا لطرف نجد 
وی + ولا زا + عونا = يرث 
to‏ + برق = 1 را 


3 1+1 و‎ 
n+ 2 ))-2( - (1 


7 1+1 5 بت 

7 9 9 ن بت 
ومنه مهما كان 8 © 7 فان + + (3-)3-- 
بیان أن (:ة) متقاربه 


Un 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


lim u, = زز‎ 3 n 
- ۱ کس‎ 1 
ناه )+ 5 ) ال 77 وود‎ 
3 : معنا‎ 


4 
6 ای ای ی 
یاز و سس 
n2-n-2 a‏ 
1 
بیان ان * (5) = « 
لدينا ۷(-)( 3 - 2( = Vn‏ 


سا أن 4ه کچ و aq‏ 2-3 ح 1 


یردد )2-۵ 


لدينا 1 


1 
کنر 
خم | دب 
چ 


-2n-2+n+n? 
2 


1 
بتک 
در | دبا 
اكت 


3 
1 

7 
N 


In = 

لح سي سي أ حصي یو رت : 

5-ب-تعيين أصغر عدد طبيعي ۸ حتى يكون 
E‏ 


1١ 2 سس‎ 
m=) ° 7 


n2-n-2 
س سے‎ 


توس 
خم | دب 
ی 


میاه 44- > 
2 
88 > - 2-1 
: 0< 4-90„ _ 2 
ندرس إشارة 96 9 
A= 361‏ 
A= 9‏ 


2-0-2 ۳ 
ۆمنه (10 ¬ ()9 + (n‏ = 90 -, 35 
لدينا 0 < 9+ ۸لأنَ عبر "دم 
ومنه 
0 < 7 د 0= 10 - ۰ 2 0= 


۲ 1 9 
ومنه أصغر عدد طبيعي ‏ يحقق الشر 


.2. متتالية مقترحة 


:08 ] 
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۾ وین 
أجل كل عدد طبيعي غير معدوم : 
n‏ 


1~ — = 
4(n +1) ۴‏ ۷+1 
1-أ-احسب ولا و ولا 
un < 0 :n‏ 
1-جادرس اتجاه تغير المتتالية (un)‏ ثم استنئج أنبا 
متتالية متقاربة واحسب نهايتها 
2-نعتبر المتتالية العددية (vp)‏ المعرفة كما يلي: 
من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم1: ,"۸2 =" 
,2-أ-بيّن أن (,رن) متتالية هندسية يطلب تعيين آملب 
وجداها الأول ر 095 
2-ب-اأكقب كلا من پا و بل" بدلالة 1 » ثم أثبت 
صكة-تقاريا المتتالية (un)‏ 
3-أ-احسباببدلالاة زر المجموع رک حيث: ۱ 
Vn‏ ...هل 1 + ويه + ينا = وذ 
3-ب-احسب بد لالفم اللكواء ہم حيت, 
X (2u) xX (3U) < .....< (nun)‏ 1“ 


C= 
1 


| > 


لديناء 2 - “ل = n+‏ 
4(n+1) n 3 U1 = ° >‏ 5 
۰ 1 1 1 سد 22 = 1+1 
ومله = × سس 
4G) 41 8“ 4‏ 
5 1 
ومنه بت < و 
XK 5‏ 
۰ کک 
بنفس الطر بقة نحد عدت ويه 
ل د 192 3 3-30 


امون 0 < ۶ > واه ومنه 


0 ا ين 0 ای و ون 
p(n + 70‏ أي 0 < 1+1 
ا > ا الفرضية 


(Di 

رلبنا ۰۰۰۰۸۵ 7 )1+( تج لان: ۳ ع n‏ 
رب (1) 5 ا TE‏ )و ومنه 
0> روا 58 

ا )ن محايدة 


ستنتج أنَ07 < ہا من أجل كل ۱۷۳ ع ر 
0 راسة اتجاه تغيز المتتالية (,,,ه) 

u> 0 لا‎ 

را ولا 


n 
Un+1 7 UF (n1) 


n 
0 | 0 

-371-4 

Win | 4n+4 ۱‏ 
رابنا 0> * و 0 > un‏ 
نا 0ع یلا - زجلا 
أي المتتالية 0 متناقصه تماما على "!۱ 
اتناج أنها متتالية متقاربة 
یال 09 متتالية متناقصة تماما ومحدودة من 
سل بالعدد 0 لأن (0 < ببه) فهي متقاربة نحو 
له | 
ساب lim u,‏ 

nto ی‎ 

ا (») متقاربة نحو نهاية 1 فان 


أت > 
„im, Un <‏ = وجيبلا ل" 


411+4 


(3n+1) ج‎ 0 
4n+1 اننا‎ 
=0 


(n + 1)2 nrt‏ = وبم۷ 
(n+ 1)2". Un‏ = 


2 1) 


Unf]‏ = نیا دی 
ومنه (,رن) م هندسية ة أساسها + = 
وحدها الأول 11 

بل 112۳ ,17 


xX 2۷۰‏ 1 ع ون 


ومنه 11 
2-ب-كتابة كل من ,, ۰ گ بر بدلالة :, 
كتابة ا بدلالة 11 
Un, = vq"‏ 
۲۱-1 1 1 1 
€ = 
1 
n= (2)‏ 
سعیین ,ر»1 بدلالة 11 
تین 12۳ = vn‏ 
ومنه ۲ تست 
nan‏ جج Un n2"‏ 
م (م 1 @: 
nn 2 7۱2 2‏ 
و 2n‏ 1 1 
۱ 8 
انبات صنحه تقارب المتتالیه (ببلا) 
1 7 .. 
لدینا اح لگ = 
Un mR)‏ 
لدينا = limy‏ 
3 1 11-60 
1 0 1 
وام امسا لأن 1 E‏ 


QO Kiye رمن لتاقي وكيا‎ 
71 3-]-حساب ,8 بدلالة‎ 
54 FE a Hg E ۰4 بل‎ 


3-ب-حساب الجداء ,م بدلالة 3 
بلاق کا... X‏ ولا3 Pn = U X 2uz X‏ 
لدينا ,"۸2 = بر 


4173( 


۴ 


لمتتالیات من الألف إلى الياء 


کے کے 
ومنه 2 6 > ع u‏ 
=" 
12 
لدینا من أجل 1 = 78 () > يك 
وعم )= 2u‏ 
وعم )( = 3 
nan‏ )= 
بالضرب الْعَعْؤْدِيٍ نجد: 
6 4 2 


- 
Pn = 2 5 46 .. )5( 
1 22446+81...+2« 


(2 + ... + 8 + 6 +4 7) هو مجموع متتالية 
حسابية (,1) اساسها 2 = م وگذها الأول 0 = رغ 
n(n+1)‏ (2)2+2 
1 568 2 1 .2 
) ( 0 ۳ 


ومنه 


2 
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9 زعت +رءتر) رقم 6 
]-(,,لة) متتالية معرفة على ل بحدها الأول: 1 = وه 
ومن أجل كل عدد طبيعي م,: 3012 ے 


جر ۳ 1+1 


1-عین قيمة العددین الحقیقین ۾ و و بحيث یکون: 
b‏ 


بر هن بالترا نه من أحا 
جع انه من اجل كل عدد طبيعي وز: 
r?‏ 2 > ,> 1 
-ادرس د جاد تعر ای وه .+ ص 2 
ا »ار ية (يريه) ثم استنتج أنها 


|j u 4-أحسب‎ 


00+ » 
-نضع من أجل کل عدد طییء لمتتالة 
المعرفة لت وا 5 ۱ ۷ (wn)‏ 
ر 4+ uy‏ > 7 حیت: ˆ ع 0 

-عین يمه a‏ : ل 59 5 

مس نی تكون (,,ا) متتالية هندسية 
۴ ب تعيين أساسها و حدها الأول ون . ثم استته 
2-اكتب ما بدلالة م ثم 
أخرى lim Un‏ 

۱۱+ 


مس ی یر 


من بدلالة ور .اد ب مرة 


بنجد أن 5 < ۾ 


ال 
Vo F 1 4 ۰۰۰۰ Vn‏ = 0 
1 ۱ 


1 سس اجه ةج‎ 
EE (u1 ا‎ 1(2 (tn a 1(2 
1 (to 


ك الحل 


4 


005 - 5 = ربا 


۱ 
سب | 
20-2 + يرو 
عاش تهت رز 
Unt (4‏ 
8_ _ 5+4 _ 
4یا مج “اجرلا 
18 
ومنه 5 <- 6 18 - را 
ط2: لدینا 

b _ وله‎ 4+ 


un + 4 
و‎ _aun+4a+b 


لد زج (4)5 - 2 b=‏ + 3-2 


[-2-البرآهان پالتراجع أن 2 > ,16 > 1 

نسمي (:)( الخاصية 2 > بل > 1 ۱ 
من أجل 0 سمل لدشام 1‏ وبا و 2 > 1 5 
ومنه (0) محققه ۱ 
نفرض أن («)م محققة من أجل كل 
اي 2 > ں > 1 ونبكهن صحة (1 7 ۱ 
أي 2 > يبينة > 1 ۱ 
لدینا من الفرض 2 > ہا > 1 ۱ 


+ )م محفقة أي 2 > ,رنه > 1 
- دار الفرق 1 - 1 
پرس اشار ر 2 Sun‏ 
4 
Sun + 2 - uÃ - 4u,‏ 
ا لتم 
-u2 +, +2‏ 
U, +‏ 
بل المعادلة منَّ7الدرجة_ٍ الثانية 
-u2 + u, + 2 0‏ 
Ek‏ 
1- = ريبلا 2 = وا 
رنه (1 + برلة)(2 ¬ لا < 2 + برلا + 12 - 
(un~2)(un+1) |‏ ب 
Un +2‏ 
لبنا 2> پا > 1 ومنه 0 < (2 یرال 
رباتلي 0 > )1+ (un—~2)(un‏ 


un+2 
وجيبلا‎ - U, 20 أ‎ 
ربلتلي (») متتالية متزايدة تماما على ل]‎ 
أن (») متقاربة‎ جاتنسا٠‎ 
ها (») متتالية متزايدة تماما ومحدودة من الأعلى‎ 


Un+1 7 Un Un 


Un+1 T7 Un = 


Un+1 zn F 


بل 2 لان 2 > ,ره > 1 فهي متقاربة نحو نهاية | 
7 ان 2 > يبه > 1 فهي متفاربه نحو ھا ار 


اك حساب a,‏ 110 
1 ونان 
“أل (,ة) متقاربة نحو نهاية 1 فان 
|= ا 1 
i‏ لل Un+1‏ ا 


۷۸-3 


متتاليات مقترحة 


[[-1- تعيين قيمة » حتی تکون (,ن) متتالية 
هندسية 


تكون (,,1) هندسية إذا وفقط إذا كان = بوتا 
Vn « 1‏ 


د ے 
Un + © Sun 2‏ 
un +4‏ 
Su, + 2 — 2U, < 8‏ 
4 + يرلا 
ع حص در سا 


U, + 2 + aun 0 
Un ۲ 4 


3u, ¬ 6‏ 
au, + 4Q +2‏ + 5( ` 1" 
2 - ورلا 3 
4a + 2‏ 59 
Sa‏ ملا 
تکون (,ن) متتالية هندسية إذا كان ك = بم 


Vn+1 


n1 > بج‎ 


7 0-8 
1 = 2- = يه 
1- اذا کا2 = 
up 2‏ 3 


2 - 14 
(برن) متتالية ثابتة اي 2- بم مرفوض 
2 إذا كان 1 - © 
2 - با 3 


ومنه تكون (بن) متتالية هندسية أساسها د = ۾ 
اذا كان 1 = © 
- حساب 1 

1 - 2 _ 1 


2 داك مك 


۱ تتاليات من الألف إلى الياء اس ۳ 


وت انها مناه 1 


۵ 21 وت 
ان وا 


۱ ][-2- كد کتابه بر بدلالة 11 


2 
-كتابة ,ريه بدلالة 7 1 
و = 1 
/ 3- يه - (1+ تاي ومنه فج د يق 
١‏ 2- = يربلا ¬ "7 +1 n‏ | من أجل قيم :7 نجد ۱ 
تا - 2- = )1 > n(n‏ و -1 1 
ر ) 3 ) تج د 
Vn - 1‏ 2 1-1 1 ۱ 
Vn + 2‏ ) 3 ) < سس 1 
1-y‏ " 
n‏ 
۶+ (3)3- 
55 1 
)1 تيم عوج عدم 
نتب ی مره أخرى ا يبه (o‏ = او 
ج 5 ر ( كلد )+ + ) + E)‏ 
3 ا ۹ 2 e 1+ 8 2 ٩‏ | 
لدينا 1 > 2 > 1- أي 0 = 6 J tefa, „im,‏ 
و == if n‏ 


بالجمع طرفا لطرف تجد 2 ورب تس +(160+1 - ۷ 


(برت+. + ةس ونة) 2 5+ TR.‏ 


9 5 
n Sv 2‏ 
باخذ 2ن ...+ 2ن + 1 0 


1+1 
(ج)-1 _ سرت 


بن ”5 م 1 


ومنه vê. j2‏ 35 و و 3 3 ایا 
1 مجموع حدود جو 


12 
1 17+1 + 2 وحدها الأول ۾ له د 2 اه 
9 ك 3 تا 1 
ومته 58 


سوسس بي وبيب ی 


۹ ۱ 1 
5 ()|2- لاب وب 
۱ 00 


Sn = 3 


1 4 07 )مرو 
لما و 0 


2 27 


ره 0 


اإسم على اليوتبوب: مواضيع مقترحة قي الریاضیاث في المتالیات لیکالورا 
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9 31 
10-1 د رو - اجيبلة 
برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ 0 < با 
ارس اتجاه تغير المتتالية (بربه) ثم استنتج أنها 7 
ساربه 
أصسب lim Un‏ 
neta 1‏ 
لابين أنه من أجل كل عدد طبيعي «: 
1 

لاج Un+1 5S‏ 
برهن بطريقتين مختلفتین أنه من أجل كل عدد 
ا س n+1‏ 
د له 
“ج-اسئنتج i, Un‏ مرة ثانية 
عبر المتتالية (رس) المعرفة على ل١‏ كما يلي: 

نس ات بح 7 
n Un + 18 ۳-۳ 4‏ 

سفن ان (,,ة) متتالية هندسية يطلب تعیین أساسها 


اخدها الأول ثم أكتب عبارة ,ره بدلالة :1 
وین ی )18 
: استنتج أن؛ - 8 = Up‏ 


متتاليات مقترحة 
کم الحل 


سرت تسس سر سرت 
1- البرهان أنه من أجل کل عدد طبيعي «: 0 < س 
-نبرهن على ذلك بالاستدلال بالتراجم 

- نسمي p(n)‏ الخاصية | ان "Un‏ 

سمن أجل0 = بر لدينا 0< 2 وبا أي (0)م 


ممم 


محوففه 


-نفرض أن (0) م محققة من أجل كل عدد طبيعي م 
ي 0 < ,رده ونبرهن صحة (1 + :)7 


ي 0 < ولا 
لدينا 0 < ,دا ومنه 0 < 21 < 21 + u,‏ 
فته 
و 3u, > 0 TE‏ 
ومنه حش 

21 


أي 0 < وبيرلة ومنه: (1 + )0 محققة 
إذن 0 < ,ريه من أجل كل عدد طبيعي ۸ 
2-دراسة اتجاه تغيير المتتالية (م:) 
سندرس إشارة الفرق ا - رجملا 
31 
ب لا agg‏ 
21 - چا — 3u,‏ 
ر 1 Un +t‏ 
18un‏ — 1 3 
Un + 1 0‏ 
م 1۹ + و2206 
Un + 1‏ 
لأن : 0 2 Ux‏ 
ومنه. 0 > برلا - Un‏ 1 
ومنه (بب) متتالية متناف نز( ر 
استنتاج أن: (ببه) متقاربة _ : 
بما أن المتتالية (») متناقصة تمامّالإمطدوكة من 
الأسفل بالعدد 0 لان: u,‏ > 0 
إذن فهي متقاربة نحو نهاية [ 
-حساب lim Un‏ 
SEKE,‏ 
ural le‏ تتالية متقاربة نحو نهاية | فإن: 
lim u, = lim un, =|‏ 
n¬+to‏ 


0 


5 ۱ ۱ ۰ 07 ۱ | ۱ 31 +4( 
تن نهاية المتتالية (,ا) مره احری لدینا ست << وریرلا 
ی 0 : ب 1 | 3 
: 2 ذن ذ ره مر 21م 
د ی و | إذن تحل المعادلة حب - 1 يد 2-0 وروي 
E ۳‏ (21 +10 - 31 
5 1 + ] 
_ 30-12-2110 
ومنه 1+ 
}4177 


81 - 2]- 
سس سس 


- 0 


1 + ] ۳ 
0= 181 - بچ 7 
9 1\۳ 
0 - (18 انف (2) ک 1+2 من أجل كل عند ار 
: وتم طريقة 2:لدينا مما سبق ,ريه > , الل 
مقبول ‏ 0 = ۱ یل خن تا أبيصن ود 7 1+1 وین 
مرفوض 18- = ] 0 < n‏ 1 
لأنه 0 < u‏ 7 وا 
*تومنه. 0 = ,لا im,‏ = > 2 
3-آدتبیان أنه من أجل كل عدد طبيعي ل 
1 
Un+1 > 7 7‏ 
يكفي أن نبرهن أن £0 وڈ Un+1‏ 
1 م3 _ بط 5 
nT 78 ۸ 1 7 Un‏ 7 71۳1 5 
hy > Un n=n (621 - uÃ — 21u)‏ 
(21 + ,76 ۶7 بالضرب العمودي طرف لطرف والاختزال نج: 
n+1 / 7 ۳ ۲‏ 1 
o < 7n +21)‏ 8 > اجرلا 
5 2 5 
لان 0 کج — و0 < )21+ J(u‏ ومنه 4( >> Un+1‏ 
ومنه 0 ک ولا - وچپ 1 
3-جاستنتا” li‏ 
أي Un+1 5 zun‏ 4 اه 
777 سے ليناد > منه 0 > ربا 
3-بدالبرهان بطريقتين مختفتين آنه من جل کل | بر دمم 9 
عد طيي ف فلنة ")> ره ی اک سب 


طريقة 1- نستعمل البرهان بالتراجع للبرهان على ذلك أي (2) > مه > 0 


ا +7 41 واج گت 1ت 
نسمى (7)71 الخاصية 6 کا وة و 0 8 lin‏ لان 1 >1 
n+ 7 1‏ 111-007 
من اجل 0 = م نجد أن 2 - ہے ے إن - وا ا 0 
‘im n = lim | Uo+1 7 1 1+21 22‏ 5 
7 1 3 7 مه+«د1 وج + و 
7 22 


وس 0 
in = 0‏ 
حسب مبرهنة الحصر فان 
im Un = 0‏ 


4-أ-تبيان آن ,رم متتالية هندسية 


ومنه (7)0 محققة 
ET‏ . 
نفرض أن (7 
)م محققة من أجل كل عدد طبيعي بر 
Un+1 > )5(‏ 


ددس جر کل 


و 


Un+2 > 7 


چ بل هندسية اذا كان » 1 
ی ند نت - تكون (وا) متتالية هند 7 > اد و۱۵ 
Un+1 3 7 2 5‏ وله 18+ بت 
نضرب طرفي المتتالية : 6 3u‏ 
n+2‏ 7 1+ يلل > 
نجد: 6 530ص e‏ 
مب = 3u g Un+1‏ 


U, +57 + 8 م‎ 


1 
0 2 لے حمس لد د هه 3 
ذه الأول 19 18+“ ۷۵ 18 ETE‏ 7 
عارة س بدلالة ۸ ومده ۱ > 7 
Vang"‏ = رن موم 1 
ا ۰8 187 u‏ 
“f — |‏ 19 
n 2)‏ ناخذ ‏ "(7) 15 = و - = با 
)18 (وس) متتالية هندسية أساسها 7 - ي وحدها 
به‌استفتاج أن: Un, = E‏ ۳ الأول = Wo‏ 
۴ 8 (غ) متتالية ثابتة 
ی (Wo + to) + ) + (+ ۰ ۰ + (Wn tn)‏ = 9 
سن )1 + )2( Sn = (Wo + Ww, + ۰ w+‏ 
ره 


19 1 -1 1۰ 
= (8) 7-17 1801 1( 


(n41) 
4 < سم‎ 7 


جلا > 189 + n(n + 18)unvp‏ = يبنا 
1 18- = (1 - 55 
18vn __ ۷‏ 55ص 
ا ك = Un‏ 
-1 7 1- را 


شنطم 


ن )0 - 
= 1 ی ا در مي ال ت+ر+ت ا 9 
۳۵ نعتبر المتتالية (به) المعرفة على 1 كما يلي: 
١ =‏ 1 
5-0 7= 
19 7 
ر )1 2 Un+1 = u F‏ 
“ سل 2 


Un > 19-2 ۹ 


“ل نهلية المتتالية (,رلة): 


li 18 ()" 


1-احسب 111 و 2لا 


د.ا ہین بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي :7: 
ا 


e‏ 2ج ھل تا 2 ة3 (tn‏ متقاربة؟ عل 


اښ 31 بحسب حيست 


السلسلم زر 
)تاه 


Un+1‏ س 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


2-ب-تبيان أن المتئاشة 
حتت تن 
-نبرهن أن:0 > رنه - 


ل 2- + 2105 
200 _ 


3 
ات انا 


وب.استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي:7: 


= پراة - عه 
3 > بل 3 1 2 ۴ 7 
(2u ¬ 1( "4‏ ے ل ے ۳ 
هيف ۱ u‏ 
سج احسد ال لدينا: 3 0 
1 
كير الحل : > «لا > 0 (من البرهان بارا 
أي > > 2un‏ 
1 حساب 1 3ق U2‏ 1 
یا + يبلا = با 90 ا 
إذن" ۽ ۷ = 1 = وبولا 9 0 4= (2un‏ 2 
كح جر ۸۱2 أي 0 > يبلا 7 un+1‏ 
۲ و 12 () > ين ومنه نستنتج أن (ا) متناقصه تماما 
ت 5 2-جمعرفة تقارب المتتالية (,,»): 
5 مت 5 ۹ ۳ ۳/۹ 7۳| 
Ne 38‏ الأسفل بالعدد0 فهي متقاربة نحو نهاية و 
EY‏ : سس ا ر 
ف ۳۹ 3-أ- تبيان أنه من أجل كل عدد طبيعي ور: 
سس __ 56 ¢ 3 
2-أ-تبيان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي n ‘n‏ 4 ع Un+1‏ 
+ > بن >0 , یت 
u ۳‏ 
1 ۰ 0 — کے 2 = 
خسمي (۸) م الخاصية + ك یں > 0 لو جلا) يرلا د- + يبلا = وبیلا 
من أجل 0 = ##لدينا: 2 = وںں و 2 > 2 ووی #يولديناند ‏ > ,ربت(من البرهان بالتراجع) 
مده 1 
(200 محققة 5 


نفرض الخاصبة عَقَه مه 1 
نفرض يه ()2 محققة من أجل كل عدر أت-0 > 1 ومنه ù (u, +3) > uy,‏ 


طبيعي ۸ أي د ك ر > 0 


ونبرهن صحة(1 + ,)م 
ای 1 ب 
ب ٍ ع بملا > 0 


5 3 
ومنه: اي ل 


طريقة 8: 
سلدینا من الفرضية 1 و 
: من اریہ م ك ر > 0 يكفي أن نبرهن أن: i SÛ‏ 1 
که FF‏ ورگ 0 روم دہ فیک 2 ديب 
ولدينا: 7 ان د ات و ولا 
5 2 2 ملاع > 0 4 2 
fh Un Un 2 1‏ روط 
و > ملاح > 0 )2( [1 - ي4] ع = 4 
5 نحد- 1 1 ۱ 2 
ج (1) مع (2) نجد: + ےک کب وني و لدينا: 0< تدولدينا ‏ بك“ 
وهنا خی تمر ومنه: 1 > 4u,‏ 
منه: ۶ وه * ۱ قي كل = 
un+1 * 6 4 5‏ > 0 منه نجد 2- وب 
ومده نستنتج: > Un+1‏ > 0 1 3 9 
أي (1 + وم محققة أي لاج گ بولا 
إذن 


وك لا < 0 من أجل كل عدد طبيعي 


و ی 


7 


من أجل کل عدد طبيعي ۸: 
n‏ 3 
)7( > 1 
۳۳5 4\ 
SÎ‏ نبول 
ا ا = n+1‏ ۲ 
من أجل 0 = *: 790 > إلا 
۰ 9 3 
من أجل 1 = 11: q1‏ > ولا 


۱ 5 3 
نَم أجل 2 = : 790 > ولا 


7 4 1 ع 
۱ ج > 2-۷۷ >0 
لم عين نهاية المتتالية (,1) من جدید 


بير الحل 
1 7 7 تست ۳ 
1-اثبات أنه من اجل كل عدد طبيعي: 
> يراة > 0 
نبرهن بالتراجع أن 2 > ,رنه > 0 
اي راز اس 2 > u,‏ > 0 
من أجل 0 = 1 لاینا 1 = وه ومنه 2 > و > 0 
أي (0)م محققة 
نفرض أن (:)7 محققة من أجل كل عدد طبيعي ۱ 


۱ کی ره 3 
من أجل 1 کہ < عد 1-1 گ Un‏ 
يرب طرف لطرف نجد: 


ولا X‏ لاهو X‏ ولا X‏ ولا X‏ ولا 
3 


3 3 3 1 نبرهن ار : 
tuy 9 xn,‏ × و ي 2 > برلا > ا آن (1 + ۱)( صحيحه اي 
ور 2 > »ا > 0 أي يكفي أن نبرهن أن ږا > 0 
u4 > 8 1 5‏ و 2 > وبا 
. ل لدینا من الفرض 
aa t50 u, > )2( o‏ 
رب Êy‏ ۳ ۵ 60 کس 0 < 1+ 15 0 < 15 ف 
۱ 2 ۱ ۸ ره 0 < 3+ 13 
را ET u, > (Ê)‏ 
2 
ج حساب lim Un‏ ۰ ر 1 + Up‏ وة 
5 0 ور وق ”زا.0 < تة 5-210 
* )هي >0 ولدينا: 2 >1 
1 7 
ور 3 
4 )اا > u 2 0 > lim U,‏ 
5 ۵ 26 ص + مب رو 1 1 1 7141 
> () رسن لان 1 >> 1- 2 مقیه -_ کحم »۷ 
ر حسب مبرهنة الحصر 0 = لا 110 1ج 
وه ++-71 ۶ - ر 
6 و5 7۳7۲۳ 1+ u‏ 9 
8. منتالیه مقدر _.86. متتالية مقترحة رقم: 12 [2 u,‏ _ ۳ 
12+1 ` 
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8 المتتالية العددية المعرفة ب: 1 = وبا ومن 
2 8 3 
. علد طبيعي و: بو جما 

لین أء 1 
مت أنه من اجل كل عدد طبيعي::: 2< <u,‏ 0 
ول رتابة المتتالية (,,:ة) 
بر أن المتتالية ( ر متقاربة. ما هي نهايتها؟ 

ن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ : 

4 

ل (يولةات 29 2 ہن2 

۴ ۱ م 

نتج أنه من أجل کل عدد طبيعي ۰٦‏ 


یی ا 
ڪڪ جڪ“ د 


لدينا من الفرض 0 < UR‏ 

وامته 0 < أي 0 > 1 + 1 

ان ا 

ولدينا من الفرض 2 > u,‏ ومته 0 < 2 - U,‏ 
ومنه 0 < 2- +« 

Un+1 > 2 ....(2) أي‎ 

من (1) و (2) نجد أن 2 > <u‏ 0 


اي (1 + )د مح 
إذن د > بيه > 0 من أجل كل ۸ € ۸ 


۳ 


المتتاليات من الألف إلى الياء 0 


در اسة رتابة المتتالية (,/_ل- 


سح مت جَ اشا ة الفرق 2 - وبوا 
لدارسة رتابة يكفي دراسة برا الت u 4 n1 n‏ 
3 ك = بلا - وبولا 5 1+ u‏ 7-8 2) 2 
n 103 + 2 - 3‏ 
n Tn‏ لك (1 + )5 un)‏ - 2( = 
2 
و لدينا 2 >> Un‏ > 0 
کک = 0 < م1 - 2 
ان که 1 + يلا و ۵ < 42 ومنه 0 < )1 + 5)u‏ 
من سؤال السابق نجد ان 0 > يرلا ادنا 3ج 2ن بن Un‏ 
ۆه 0 < 1 + 3 9 1 
4 5 50 4 > 2 > 0 
وت 
0 و بسك ونه 0> 4 ساقي 
4 9 1 معناه ۰ 0 > (4 - 2٣)‏ 
ومنه 0 < بر إذن: (برده) متتالية متزايدة ۱ ۳9 
تماما ومده 0 > Un)‏ - 02 - بيجملا - 2 


بما أن المتتالية (برم) متزايذة.تظام) ومحدودة من 
حساب نهاية (يرمة) 
بما أن (م:) متقاربة فإن: 
ااال > ير 
نحل المعادلة ] ے 2+ 


۱+1 
2 3 ۰ 
و _ (1+ 0 2+ 3] 2 + 13 


معناه . (يرنة - 2)2 ک بيرلا - 2 
4-ب-استنتاج أنه من أجل كل عدد طبيعي :: 
7 4 

96 >> ببلة - 2 > 0 

ط-1-لدینا من أجل كل عدد طبيعي :7: 
4 
un)‏ - 2) ج > Un+1‏ - 2 

ومنه من اجل0 = 7 (وبه - 5)2 > 0+1 2 


4 
. (مبه - 5)2 > -2 


ه 


2 سے کا چ ے 
1 + 1 1+ 2] 2+1 
و اس وس + ۴ 


5 4 35 
1+ ل ات لت ۱ 
یی ° a‏ 0 غ2 1 + 2[ 1-2 (وبه - 2)2 > ولا- 4 
ناه 2 -] ۱ 
lim Un = 2‏ . ۱ 
TTT‏ ا ل ا ل ٩‏ ۱ 
4 لبرهان أنه من أجل كل عدد طبيعي 1 - 7 < 7 ( 522-43 


:11 


بالضرب طرفا لطرف الاختزال نجد 


2 n) 
40 2 وبیلها-‎ Sp 
و زوب - 2) 9( كا‎ 1 > 1 5 


فی ان ا 
0 (- 2)-- )2-1( 5 
(Û) 2 ~Un+1 5‏ > ` 
4 5 
4 م u oan ۰ 3 ٠‏ 
E‏ 2+ 5 ۲۲1 2 ط 2-البر هان بالتراجع أن ) ( n <S‏ 


2-5 


1 د 2 ۰ 5 n‏ < -2 
Uf‏ نسمي (م)ر الخاصية (-) > 
5 1 من أجل 0 = ۾ نجد (2) 05 


1 مب 2 > 
9 2-41 


سس | ومن (0)م مت سح 


ة الفضیه 

سپ متتاليات مقترحة 
نفرض أن (:)2 مجمعة اي 6 .سب 2 2-ج أكتب بدلالة 
ونبرهن أن (1 + )۲ صحيحة جديد ,ا lim‏ ۲ 
4+1 00 
ای (2ٌ) > وبمه-2 3-أحسب بدلالة ۾ كلا من المجاميع التالية: 
u + + E aa‏ + ود و5 
لينا من مها 9 > Tq = vo + 20, + ..+ 2", 2 - un‏ 
59 4 وم 4 ۷ 0[ + ... 3 
من 0( > Inv, + n 0 tn)‏ + وت 111 = سا 
لین ین  )۳4(‏ (مرلة - 2) 2 گ وجیرله - 2 کتر الحل 

5 A 1 ۱ 
:11 ۲ 112 1 وبسلة - 2 1-|-حساب‎ > 22 > Un) - (5 ١ ومنه:‎ 


۱ 1 
رنه (2)2 وبینه-2 


ركلا من ا و ببلا, ثم أحسب من 


رمنه وحسب البرهان بالج یکون لدينا 3 - گل - کل = ونا 

5 4\7 

[2) > ,سه - 2 صحيحة من أجل كل ۸ € 7 0/2 1+3 1+u3‏ 

2< فان 0 < )ب 2 : عا 
البرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 31: 


۹۵ 
رمنه: (2) > بل - 2 > 0 
تعین نهاية المتتالية (,,,ة) من جدید: 
لیا (ح) > له -2 > 0 


Un < 1‏ 
نسمي (0)م الخاصیة: 17 < ,رلا " 
من أجل 0 = ۾ لدینا: 1 < 3 = وه 


n i‏ 4 1 4 0 ۰ أي (2)0 عَقَة 
ومنه وحسب نظرية الحصر ای 1< 1 


ونبرهن صنحة (1 + )0 أي 1 < بجلا 
لدينا من الفرصّية 1 < ,نه ومته 1 < 1 
ايو << +1 


نجد0 = زرب - 2) دا 
700 


lim ıu = 2 فنك‎ 
n¬++co 


و 1+u2‏ 
جرج و« 50 ۳ ومنه 1 > ری 
7. متتالية مقترحه ركقم:13 2 
۱ 13 
اي | 1 
الإسم على اليوتيوب: مواضيع مفترحة في الرياضيات في المتتاليات ي 3 
لبکالوربا 2017(ع تجرخت ر )رقم 27 ومنه 7_1 kı1‏ 


ومنه (1 + )0 محققه 

واخیرا 1 < ,به من أجل کل عدد طبيعي 7 
1-ب-تبيان أن المتتالية (.:ة) متنافصه تهاما/علیلا] 
تکون (ہه) متناقصة تماما على لا[ (ذا کان: 


عتبر المتتالية (پریو) المعرفة على ل ب: 3 = ولا 
لمن أجل كل عدد طبيعي و : سد = يبول 
1 احسب ولا ,را روا ثم برهن بالتراجع أنه من أجل 


علد طبيعي:ور , : 1 < يبلا 0 < يرن - 

بسن أنّ المتتالية (») متناقصة تماما على لا[. n‏ تم 

ون أن المتتالية (ا) متقاربة,ثم أحسب E‏ 
نون +1 5 +1 

تبر المتتالية (,ون) المعرفة على ل ب: سس )یه کر ( 

2 1 - 15 = برقا لمحتت لت ا 

2 

بين أنه من أجل کل عدد طبيعي 71, 1 


أل 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
5 + 1 


- 15 


لدينا: 1 < »ا ومنه المقام موجب تماما 
: نه: 2 أي 1- > ۱8- 
1< ,,:: ومنه: 1 < 1 اي - 
ومنه: 0 > 1-12 
1-15 1 


إنن؟ . :0 > 
۳ 5 خم 2 
(ia‏ > ولا - Un+1‏ 
أي المتتالية المتتالية (tf)‏ متناقصة تماما کل N‏ 
1-ج استنتاج أن المتتالية (,,:) متقاربة: 
بما أن (») متتالية متناقصة تماما على ]8 ومحدودة 
n) ۳‏ 1 
من الاسفل بالعدد 1 
فان (») متقاربة نحو نهاية”] 
حساب نهاية ,14 
بما أن (») متقاربة نحو نهاية ] فان 
ايلا 2 Un+1‏ 


ونه 1= مع 0<! 7 
ومنه = اي 212 = 2 + 1 

مت 1= 2[ 

ادن: 1 لان: 0< 

"8 u, =1 ت‎ 


29 2 1 
2 


1 + ۶ 


ايح | سوت 


2Vn+1 7 2(u+1 > 0 ١ 


ف 2ے 


= u7 - 1 > 1 


2ل 2۷0 2n‏ 
2-ب-إستنئاس |۰ . سس 

تم اس نا أن: (,) متتالية هندسية 

تعيين أساسها وحدها الأول. بارس 


#جتابة بدا ور کل ۳ ۷ 3 رو 
ETE‏ 1 1 
بما أن (رن) متتالية هندسية فا "اس 


Un 2 0 n 
Un = 8 2 
n بدلالة‎ (un) كتابة‎ 
r ومنه 1 ر‎ a =1 لدینا:‎ 
ZV" 1۱ 
11111 14, حساب‎ 
من د و‎ 
۹ 
پا‎ > 8) 21 
۰ 1 1 س‎ 
>= lm, 8)3) 1 
-1 > ِ لان: ات‎ 


lim 8)) =0 أي:‎ 

۱ لمر 

3-حساب بدلالة ۾ كلا من المجاميع التالية: 
Sn = u + u? + .+ 05‏ 

لدینا 1 - چا = ,رنه ومنه 1 + رت = u2‏ 


أي 1 + uğ = vo‏ 
1 + = 1۶ 
1+ = 
قوم بیع سودي طرق لطرف: 
2ن +. + 
(1 + 1 ).+ رن + (vy‏ = 
6 يرن $ 
1 + + - 9 1 
1t1‏ 
1“ 
+n + 1‏ 1 
طخ و 


in O حساب‎ 


ng | — 
+2 8 


0+ 

4), + 22 (q2) + <. 
مس‎ 5 ۰ 
١ 4 نف‎ 8 8 


t, = (r+ 1) . إذن؛‎ 
:71 حساب ,] بدلاله‎ 
+ inv ۲۰۰۰+ ] 9 

من خواص اللوغاریتم: 
Ina + ۱ + [nc‏ - 


In vo‏ = با 


In(a.b.€) 


Vn 7 oq" 
بلضرب العمودي طرفا لطرف نيت‎ 
وتا‎ < ۷ X 6۰۷ ۷۵ (vo)(704)(7047) ... )2007( 
ومنه:‎ 
ريه يكور ) دا‎ X ... 6 Vn) 
> 10 ] (و)‎ )0( > .... )170470[ 
6:64 a") 


0 
<-)1+7 ( 
ما‎ = In 9 )2( ۱ 


n 
(1 
ln $ In(8)™tt د‎ [0 E +n) 


ن.. 1١‏ 
إنن: (2) n‏ + و و (1 + (n‏ = ءا 


(n + 1)1n(2) [ 3‏ = 4 نف 


.88. متتالية مقترحة رقم:14 


الإسم على اليوتيوب: مواضيع مقترحة في الرياضيات في المتتالیات 
لبکالوریا 2017( ع ت+ر+ت ر )رقم 24 
(!) متتالية عددية معرفة على ل كمايلي 


to > 1 
سس‎ 


7 ی 1 ج11 . 
۽“ " برهن بالتراجع أنه من 
> وير 0:2 IE‏ 
بن أن (رریر) متزايدة تماماء مس 2 . 
3 نعتبر المتتالية (,س) المعر فة على ل١‏ كما يلي: 
و 4 - In(u,)‏ = 17 

“ن أن (,رد) متتالية هندسية 


ln = (n + 1) [Ing 


أجل كل عدد طبيعي 7 


متتاليات مقترحة 
3-ب. أكتب Un‏ ف Un‏ بدلالة n‏ نج احسب lim Un‏ 
4- آحسب بدلالة ور كلا من: منت 
Un‏ . 


Pq = Uo X U1 X ses e. Un يرق ف‎ = Vo F ۰ 


2-أ-البرهان بالتراجع من | عدد : 
ی و۰ جع من أجل كل عدد طبيعي ‏ أن 
نسمي ()م الخاصية 4 > ,رنه > 0 
من أجل 0 = ۰ لدينا 1 = وله أي 4 > وه > 0 
(7)0 محققة من أجل 0 = 7 
ونفرض أن (۸)م محققة من أجل کل 3۷ ع 
أي 4 > un‏ > 0 
ونبرهن صحة (1 + )م أي 4 > ہا > 0 
لدينا من الفرضية 4 > ,,: > 0 
4u, > 6‏ > 0 
4u, > 4‏ > 0 
ب 4 > وبولا > 0 
وم (1 )م محققة 
إذن 4 بت > 0 من أجل كل | ع :: 
2-ب-البرهاق:أن (نه) متزايدة: 
UR‏ = يراك 
Vr) (Fn + un)‏ _ 
ملا + Hin‏ 
(جد-4) جد _ تيسق 6ل 
hun urta‏ < 
لدينا 0 > يبنا و 4 لا 
ومثه 0 < ,4رد له 4 > 0 
u, > 0 ۲‏ + لت 
ومنه 0> (Un+1 ٣ Un)‏ 
ومنه (,به) متتالية متزايدة تماما 
استنتاج: بما أن (بببه) متزايدة تماما ومحدودة من 
الأعلى بالعدد 4 فهي متقاربة نحو نهایتها ] 


Un+1 - لا‎ = 


ق ا ج س سس کے 
( 4185 


7 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
3-أ-بيان أن (,۲) مره هلود 
0 = بو 
Vnr1 = In(un,1) - 12)4(‏ 
In 4u, - In4‏ = 
1 
ln(4un)ê - [4‏ = 
In(4u,) - 4‏ ; - 
4 - 4 ماخ + مج 


ومنه 


1 
Un ¬ In 4‏ 2 
(In(u,) — 1n J‏ > = 
1 
2n‏ = 
8 فت ‌ِ ۰ 1 1 
ومنه (,«) متتالية هندسیه آساشها 2 
وحدها الأول:- (7o)‏ 
4 صا - 1 1۳ < vo‏ 
vo < ۱:1 - 4‏ 
vo = - 4‏ 
3-ب-كتابة بت و به بدلالة :7 
(vn)‏ 2 ية بلجي yı‏ 
Vp = ۳‏ 
11 
0 (۱0)4 - = پر 
ولدینا 184 - (۱۳< ,نا 
4+ بن = In(t,)‏ 


ت 


U, = gvntin4 ومنه‎ 
1 n 
۱94 9 و‎ 
1 n 
u = e 0) +1۳4 ناه:‎ 
۱۱ + o0 
1 71 
lim رل‎ = lim p9 (5) 14 
۲-2 مه ++ نر‎ ۲ 
۳ 1 5 
1 21 21 لان‎ lim 6 = 0 لدینا‎ 
2 14+00 2 
lim رين‎ = g71 ")4)0(+114 ومنه‎ 
مير‎ 
< "4 


lim u, =4‏ 
م + بر 
الس ع كك و 


Sn 4-حساب‎ 

RR EEE n A a N a‏ ن 

برک هي مجموع حدود ده ی لمتتالية هندسية (رن) 
1ك n‏ 

ومنه 71 0 = ,رگ 


6} 


{18 


1 


۰ 
۷ 
6] 4- ع 


1 
1 
Pn < Uo X U1 ۶ ۰۰۰۰۶ Un لدينا‎ 
Un = 1۳ 1 - م[‎ 4 


In(u,) = وت‎ + In4 
Un رطق سس‎ +114 


2 
n+1 


و 


to > eotin4 
101 وطق ب‎ +14 


U, = entIn(4) 
بضرب عموديا طرفا لطرف نجد‎ 
۲, 2 po+ln(4 د 4 ای مد‎ 000 
Pn = هت و 121+ وناج‎ 4+10 + 4 
= eSnt(r+1) 194 


۳4 جم +[ اه اي 


مكترحة ا 


الإنم.على البوتيوب: مواضيع مقترحة في الرياضيات في المتالیات لباق 
9(عت+ر +تر) رقم 12 


۲ ۳ تال 06 المعرفة ب: 2م = ريو ومن اجا 
موز 1 
كل عدد طبيعي غیردمعدوم ۸: 62 = ny‏ 
1-برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير 


وه 


معدوم 7: مج بدا 
2-ا-بين أنه من أجل كل عدڈ لبي غير معدوم 0 
و f1‏ 


Un 

2-ب-استنتج أن المتتالية () متنافظه كما , 
2ج هل المتتالية (,:) متقاربة ؟ إذا کانت متكاوبا 
فما هي نهايتها 
3-نعتبر المتتالية (رن) المعرفة من أجل كل علا 
بيعي غير معدوم ب« پیا و بش ا : 
3-أ-برهن أن المتتالية (,رن) هندسية يطلب تعينا 
ساسها وحدها الأول 5 
سكين ہا بدلالة ور عثم استنتج ا بدلاله 1 
4-أحسب بدلالة ۸ المجموع ,رک حيث: 

1 1 


FT Inn 


۱ 


n 


> 


1 
لے ی 
ETT 3‏ يدم +1 


اة الفضية متتاليات مقترحة 
کي الحل 2-ب-استنتاج أن المتتالية(,,؛) متناقصة تماما 
مخ بات راغ آناا من ال و یسب 
البو يرهان بالتراجع من أجل کل عدد طبیء 


1 وت 2 و0 < ,يلاو 0 < یبیل (لأن << وس( 


ومنه < Un+1‏ أي أن 0< Un‏ 7 ببولاً 
ومنه نستنتج أن المتتالية ( 14 ) متناقصة تماما 


2-ج-معرفة إذا كانت (,:) متقاربة 
جما أن (.) متتالية متناقصة تماما ومحدودة من 


n 
n >} ير مدوم:‎ 
ETT 
<3 ١ 
"Un < ¢ 0-7 P(N) eed, 
ين أيل 1 < ۸ لدینا ۾ < 62 = رنه‎ 


محققة 
ل ۱ ۱ ۱ : 
ان )م محتقة من لجل کل ميري | الب( > 
ب << با فهي متقاربة نحو نهاية 1, 


حساب النهاية: 


„imn, Un = „im, Un+1 = Û Un+1 2 > أي‎ pnt 5 و م‎ 


ین من الفرضية < e‏ 


11 | 7 - 2] 
-| <بلالدود 2 2,2 مته کک 
e n‏ 6 50 1 
"۳ | -2]رع 
ومنه 2 ES € un > e‏ 
۰ (۱-1ع۱6 
بن >eE‏ بلال2 e‏ 9 9 8 
31 إذن 
ن => یلا2 6 1=0 
1 , 
و << يبيل أو 1 


رنه (1 + ")م محققة 


نز < من من أجل كل ۳ 7 


1= 


۲ 6 
0 = | مرفزنل لن 0 < 2 < ,لا 


سوس سس 
ت انه من أجل ا طبيعي غير معدوم :7 | رنه س 2 
1 75۳ 1 
Un ۱‏ 3-أ-اثبات أن ( رس متتالية هندسية 
ي اثبات أن لكت -تکون (پزن) متتاليّة.هناسية إذاان 
Un Un+ Un+1‏ 6۰ 7# 1+ 
u‏ 
ور 5 2+1 = وبولا 3 = Un+1‏ 
ام بع ما 
۳ 1 ۱ 1 ۳1 1 
ED‏ لا 


Jin (e2 - un) 


۳ با 


المتتالیات من الالف إلى الياء _ نی 
0۰. متتالية ۳۳ 


ے الاسم على اليوتبوب؛ مواضيع مقترحة في الریاضیات وهی 
0 ۰ 7 زت رازن ۷1 ات لکا 
3-ب- كتابة ,به بدلالة م نعتبر المتتالية العددية (,,:) المعرفة من أجل كل | 


سد طبيعي ۸ ب: 
1 0 3 ۲2 2= براال < ۳ 
.ات ل 1 5 0 ۰ ۹ ۴ 9 ۲ 
إذن” 6 يح ولا بالمتتالية (,,::) والمعرفة بالعبارة 
استنتاج»عبارة ,1 بدلالة 11 ۱ ۱ 2 - لسر 
1 والمنصف الأول ذي المعادلة عر = بر مثل الحدرد 

۲ ولا 10,100 ,و10 ,105 على محور الفواصل‎ =F In Jt 

0 ۰ ۱ ۱ 1 1 ۱ ۱ ۱ ۱ 1 

Wn 25‏ >)( رن »)13 اس اح ا و 

۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 1 

ومنه )کہ( چ / EEF‏ ۲ اس 
1112 چ ۱ ۱ ۱ ۱ 7 ۱ | ۱ آل 5 

Ea ۷‏ | ۴۱۱۱ 
1 1 أ ات | ۳-4 

3 (ج)2.3م کے )2 2 = ۱ ]|[ ا )| 3 

1 3 | / م ۱ 1 

3 (6)2ى وراا 1 | ۱ | ۱ لت و م۳ 

8_»8لظخ_خ_026ة0د رت انآ .سوه ۱ ۱ 
4-حساب بدلاله 7 المجموع Sn‏ بحيث ۴ ۱ ۱ ۱ ا ۱ ۱ ۱ ۳ 
1 1 نت ۱ ۱ 1 ۱ | ب 

3 ۱ 2.3 FS 8 6 FT 8: :1 ٩ 

بت سس ع ...يس سس من سس بح 5 | 1 7 
Leu 1 + 10 14‏ وه 1 Sn‏ وم[ .]| ۱ ۱ ١ ۱ 053 TE‏ ۴ 

1 ا . 1 حبتدماهو تخمينك لاتجاه تغير المتتالية (,)؟ 


1- (6)2ى ور 10814 +1 | 2-برقن/بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۱1 
1 11> ,1 >3 

۰ 1 3-تحقق آنه‌بین أجك»كل عدد طبيعي‎ ۳۳ - 
nı - u, = un -72)1 A un > 2) 46 


4بین آن المتتالية (پریج) متناقصة 


6 , 5-استنتج مما سبق ان المتتالية (,::) متقاربة وعينا 
2 نهايتها 
1.1 ا 
3 6-أ-بين أنه من اجل كل عدد طایخ ؛ 
m1 T3 S gn 1 i‏ 
Wn‏ = 2 ج چ سے 6 n a‏ 1 من أجل 
لةس 600000 +1 | 6سسداستتتج آن: "(2) 8 > 3 - u‏ > 0 
حبت هندسیه کے ! طییح 
ول و > ۱۷ 
ومنه Wı + Wa ۲ ۰۰۰ ۰ Wa‏ = رگ 
(gers O 1 5‏ 1 
و 52۳-1 


مدا یت متتاليات مقترحة 
4 بیان أن المتتالية (,,:ة) متناقصة 
لدینا 2 - un‏ -2)1 - پا Un+1 < Un‏ 
مت 1 > با > 3 

ونه 3< ۱-2 > 1 

اي 0 < 2 - un‏ ..........)1( 
ولدينا 23 - u,‏ > 1 
أو فح 2 یکت 02 (A)...‏ 


من (1) و(2) نجد آن: 0 > ,رل - بم 

ومنه المتتالية (un)‏ متناقصة 

5-استنتاج أن المتتالية (un)‏ متقاربة 

بما أن المتتالية (پبه) متناقصة ومحدودة من الأسفل 
بالعدد 3 لان: 11 > ,ره > 3 فهي متقاربة نحو 
نهاية 1 


تسف 9 8 
بما أن (ں) متتالية متقاربة فان: 

r1 =1‏ کیب متام 
أي 2+ ۲-72 = 1= 1-2 - 2 -] 


بتربیع الطرفين: *(2 -1/) = 2(2 -1) 
-۱ - 4 - 4+ 2] 


[.ب-التخمين 


نجاه تغير المتتالية (مرده) متناقصة لأن 
Uo > 11 < 112 > 15‏ 


البرهان بالتراجع انه مهما كان 21 ع ۸ فإن رن و - 6 +5۱ - 2] 
ارس ا ار 1 = (4)6 - 25 A=‏ 

ضمي (و)م الخاصية "11 > يرنه > 3" ف مد وب کڈ = را لکن 4 > پا > 3 
نطق من أجل 0 = م فاصلة 11 = ولا تک خی (1 + 5) 

۰ > 3 هه حیسم = را 

نه (0) محققة ین 

لض أن ()7 محققة من أجل کل ۷ © :7 ومنه 3 = »یرب 

4 11 > ده > 3 ونبرهن صحة (1 + )2 شاه مه سس 
1 کی >3 6-أ-نيرهن أن ١‏ 

< 1 

زمنه > Un‏ ک 3 (3 - با) < ک 3 مسا 


1 2-259 

۷1 +2 > uy -2 + > 2 
شرم‎ 

3 > Jug - 2+ 5 ۲ 
P(n + 1( ربیه > 3 ومنه‎ > 5 > 1 


لدينا من البرهان بالتراجع: 1 > uf‏ >> 3 


3 < n+ > 1 وكذلك‎ 


> 0 ۵ 
أي 3 - )بيبلا = 


حه 1 ع 

از , (3 - ببل) < ک 3 

مس گ بل > 3 مهما كان لا[ € 71 لدينا 2 + 2 - ال = دج 

0 صلق آن‎ 
+1 Un+1 - U, = —2 (1 - n 

Un Un : ۱‏ 7 1+ 7 ۱ ب بالمرافق نج 

ن “Un = Un — 2 + 2 ¬ n‏ 1+ (3< ملا > 3- وبا 
بح = Vn 221 = ın =2 - (2+ n)‏ 

3< 


- با‎ = 2 - (fn - 2-1 


n ۱ 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


ومنه 1 +2 - Vn‏ < 2 
بقلب المتباينة أي نحصل على: = > كم 
ولدينا ‏ 3- ين > 0 9 
ومنه (3- (un‏ 3 ۲ 
ومنه (3- (un‏ 3 & 3= )2( 


من (1) و(2) نجد أن: 


من أجل 0 =۸ «(3ا- 36/0 > 3 - ولا > 0 
من اجل 1 = 0 (3-©) 2 > 3- ين > 0 
من اجل 2 = ۸ (3 -ب30 £ 3 - وله > 0 


من أجل - = ۸ (3 - )ڈگ 3 ين > 0 

بالضرب عموديا طرف لطرف نحصل علئّ3 

(3 ¬ يرلة) ... (3 - وله)(3 - ول) (3 - (u,‏ 0 
X 3(2 -‏ (3 - 3 × (3 - ونه 2 > 5 


1 1 
Xz (tn-1 - 3 (‏ 
ومنه بالاختزال نجد 


o = م )> (ة-‎ -2( 
uo = 1 

wı - 3 > 8) 

تعیین نهاية المتتالية )u(‏ 


چ 


ومنه 


n 
0 > u - 3 > 8)2( لدينا‎ 
۰ ® _ . 
im, Û) -9 5 لكن‎ 
-1 > 2 > 1 لان‎ 
مر‎ lp -3 = 0 أي حسب مبرهنة الحصر فإنه‎ 
lim U, = آي‎ 

n¬++eo 


. 91. متتالية مقترحة ر و 


الإسم على اليوتيوب: مواضيع مقترحة في الزياضيات ذا ك 
5 لیکالوریا 2017(ع ت+ر+ت سر 
لتکن (به) متقلیه عددیه معرقة سیر +1 || 


من أجل کل عدد طبيعي ۸: 
1 - برلا + 1 = وبين 
عدد طبيعي ۸: 2 > لا > 1. 
2-تحقق أنه من أجل کل عدد طبيعي ۸: 
un = 1)1- Yun - 1)(1 + Yun =1)‏ = ما ور 
بين آن (ہ») متزايدة 
4-استنتج أن (,:ة) متقاربة. 
1[ نضع: (1 — ملا) ۱۳ = ور 


أجل كل 


و ف کد 1 ج00 el,“‏ 5 ۳ 
1-تحقق أن <- = ون ثم بين أن (ں) هندسية 
أساسها 
2-أكتب ,ربد بدلالة ۸ ثم إستنتج لا انا . 

من + 11-9 
كع الحل 


1-البرهان باستعمال الاستدلال بالتراجع أنه من أجل 
كل عدد طبيعي «7: 2 > u,‏ > 1 

نشمني. (۸)ر الخاصیه: 2 > ا > 1 

تحق,منِ أجل 0 = و لدینا > چ +1 = 1)u‏ 
یر و 

نفرض آن (0)م محققة من أجل كل عدد طبيعي 1 . 
ي 2 > لا > 1ونبوهن صحة (1 + )2 

1 un+1 > 2 ي‎ 

لدينا من الفرضية 2 14h‏ 
ومنة. 1<1 = 0u,‏ 

0< Ju, - 1> 1 
1/1 + ¥ (up — 1) > 2 


أي 2 > وی > 1 ومنه (1 ۱۹۲ 
إأن_2 > يرنه > 1 من أجل كل عدد طبكشي ال 
کا 

2- التحقق أن: 


0 
Dee‏ ل 
من أجل کل عدد طبيه 


لد 
ينا i 1 RT‏ 


ومنه: 
n = )1 + Yun =1) = n‏ 
fu, - 1 - (un 71)‏ = 


به مب 


{190} 


رة الفضية 


fu, - 1)1- Vn =D) ۱‏ = 2-كتابة ,ربد بدلالة ور : د 
إن n 1 n+1‏ 1 1 
YET‏ + موس وا [2)-- (2)2- = "هرن = ين 
يني أن نبرهن أن 0 > يملا > n+1‏ لان 1 ے 
یناد 2 > لا > 1 استنتاج ږا 11111 


ل 5 1- = 
0 وت lu, -D‏ 5 1(1 ت 68 3 == پر زا ) )۱0 Un‏ 


: ۴ = 1- وري 

e" +1 + ¬ 1( 99‏ = يبن 
نطلاقا من: 2 کے 1 ا 
ند 1>1- lug‏ > 0 1+1=2= )1+ ع) lim u, = lim‏ 
۱ 3 2 ۳ م۱4( +۲۱۲ 
رنه 1+1>2 = 3/2 > 1 إن 2 2 له lim‏ 


مله 0< ما aia‏ الإسم على الیوتیوب: مواضیع مقترحة في الریاضیات في المتتالیات لبکالوریا 
رهنه (,,1) متزايدة تماما ار 
وت مسب لیکن ۾ عدد حقيقي حيث: 1 > > 0 
- أن (,1) متقاربة: (ببة) المتتالية العددية المعرفة ب: 2 = وله » ومن 
نيه لیم متزايدة تماما محدودة من الاعلی"] أجلاركل عدد طبيعي بر: د > ند 
3 به ۲ ۲ ۾ 0 

لمي متقاربة نحو نهاية ] 1كأيتبرهق بالتراجع أنه من أجل كل « من : 


التحقق أن ح رر 1 > 
| 1 باد راٹس اتجاہ تغير المتتالية (ہں) » ثم استنتج 
(1 - جع + 1) ها = (1 - )ما = ونه | أنها متقاربة راکب نهايتيا 
بر با 04 ۳ . 1- ولا 
6 ۳ 2- (بتن) المتتالیه اه علی اب ےر 
2-أسبيّن أن (برة)تتكتالية هدسية يطلب تعيين أساسها 
86 8 - وحدها الأول ون 
۳ 2۔ب۔اکتب ,نه ثم بيه بدلا وق 
ب-اكتب با ثم ۾ 
3 126 = 2-ج.احسب من جدید نهاية المتتالیه (,[) 
<- - 3-أ-احسب المجموع ك بدلالة ۸و #ي» 
یج 1 با +۰۰۰4 + و + ولا وك 
1 (,7) متتالية هندسية أساسها < = ۾ 3-ب-احسب المجموع "رک بدلالة و ۾ > 
۲ هندسية إذا كار = Bb‏ ىن و و کوک 
) © كحك و ۳۳۰۹۰ ودر a a am‏ 


In(un,1 — 1) 21+ ae”‏ = بو 3-ج-استنتج بدلالة ‏ و > المجموع بر 
Hn = ۱ ۳ 1 4 ۲ ۹ In) Un > 1(‏ 
Uo - © 1 - 0 Un - 0 1‏ 
3 - ,)10 = 


1 
= 3 In(un -1( 


¬ 


إلن: .. متتالية مقترحة رقم: 
ماس يه مقترحه رقم:18 


ا 


المتتاليات من الألف إلى الياء 1 السلسلة زر 
1-ب-دراسه اتجاه تغير المتتالية ار 


یر الحل ۲ س (un)‏ م 
ندرس إشارة الفرق tn+1 7 Un‏ , 


سس نس سم 
1-- البرهان بالتراجع أنه من أجل كل من N‏ ب 2 وبلا( ۵ 1) 
pa E n 5 u, < 1‏ 
ط1“ ملا = به ح un‏ + 1( 
۱ ۹ 2 ۱ " 
نسمي (7)2 الخاصية 1 2 Un un‏ 2 
تحقق من أجل 0 = 7 نجد 1 < 2 = وبا © = Jun‏ + 1( + و 
أي (7)0 محققة 2 Un‏ سستتت بے 
وا (:7)7 محققة من أجل كل : من ]7 أي (ه-)(1-)4 - a)”‏ + 1( دن 
4 ۳ 
تملا 1 1 + 0 2-2 - 
ونبرھی صتحة (1 + )م أي 1 < ربیب 1 ) ب 
1 ب 
ي 5 سس ۲۳ لدينا 1 > a‏ >1|:0- | = 1(2 - )| 
2-1 1 - یی | ومنه » ۷-1 
با( + 1ت 2ے | 
يي سس سر ون سس 1 
u‏ 
ES‏ 72 - 1-(2 2 
—(un — 1)(un > @) 26 15‏ = @ - بل( + 1) + -ı2‏ 
Zn‏ منه )®7 (un (un‏ 
لديتا من الفر دة Un‏ و سک صا ريبلا جوا 
کید من الفرضية: 1 < ,به أي 0 < 1 یه ولدينا 1 > هج > 0 و 1 2 un‏ 
ب ن » > 0 ومنه: 0 < 1 - يرنه 
إذن: و < n>3‏ ر إذن مع (un-D(urn-®‏ _ 
Un 5 7 0‏ 
تن 0 1- ونیا ۳۵ 0 > لا - ربوا 
ی" 21 n+‏ ومنه: (1 + )م | ايان المتتالية (ربه) متناقصة 
-- ۱ استنگاج,انها متقاربة 
واخیرا 1 < ,ين من 1 : 
4 جلا من أجل كل !۱ ع « بما أفر(,) متقالية متناقصة ومحدودة من الأسفل 
لدینا 0-0 (1+0) ريو ur1‏ ( 
2 2-2-2-0 | ومده: فهي متقاوبة نحونهاية | 
حساب ,14 11111 
5 مه + بو 


بما أن (») متتالية متقاربة نحو ] فإن: 
2 ا li‏ 
n jim, Un+1‏ تس 


0.6 
وھ زه )ايت 


Un+1 


` )1+ ومنه ه-(ه‎ n 
: لدينا من الفرضية: 1 < ی ومنه 4 م‎ 
جه ومنه »-۱(» ل‎ 
3۳09 5 >ه0>2‎ 1 
ومنه الم ين مى کاک‎ 
1 11 
+ أي 0 ج 0 +4 1 در‎ 
۱ 0 -0 | )1+6(- لين‎ 9 
*0 2ت (0 +0 دمنه 0 دم ارو + 1) + 2]و‎ 1 7 
من الجواب السابق نجد: اديه‎ in1 2 1 ومنه‎ 


5 0ق سظقة وأخير 1 1 ےی انبل او لکن » = | مرفوض لان 1 < یه و 1 > © 
n‏ 


ات 


n 
لے کک کټ ےا‎ 


رإتبيان أن (,) متتالية هندسية يطلب تعیین 
ينها وحدها الأول:___ 

Sa.‏ 1>- ةا 

n= Una لدينا‎ 

بيون (من) متتالية هندسية إذا وفقط إذا تحقق: 


Vn+1 7 4 Un 
(1 + © بلا(‎ 0 
شم‎ ۳ 3 ۳۹ Un 1 
25 س‎ ١١ بجيو سه تت ل مه‎ 
اه‎ Un+1 T 0 (1 + © رلا(‎ Tt 5-5 
يجلا‎ 
(1+ aun نت‎ 
Un 
(1 + رها 0زا(‎ =a 
Uh 
Qun - 7 
Î yun - 9 
يرلا‎ - 1 
0 
Un a 4 
Vn+1 = 6 


رمنه (,) متتالية هندسية أساسها ۾ = 4 


1ت 
وحدها الأول = فك = ونا مع 1 > » > او 


2-ب-كتابة ,ره بدلالة و ©: 
#ب-كتابة س بدلالة و :ر 


Vn = ۴‏ 
ر و 
کتایة اه اب ید »3 
(un) :‏ بدلاله n‏ ينا: 1۱-۲ 2 

ومنه )0 — Vn (Uy‏ ج 

نا ابر ڪا 
اي Uy‏ بعت 1 تس ا کے Un‏ 

101 - (بن‎ = 1 8 
ly, = tn ومنه‎ 

1-y, 

1-& yn 
Un = 0 > إذن‎ 

2-6 
lim u, صب‎ 
n+ +co 
5 1 0 n 
iM, = lim 2-247 1 
11-4 نت 1 مه‎ 
lim مج‎ — 2- 6 : 

ان 1 > م > نأي أن 0  -‏ مب" 


متتاليات مقترحة 
3--حساب المجموع ,رک بدلالة و  »‏ _ 


Vy +۲۰۰۰ + Uy‏ + وا = رگ 
وك عبارة عن مجموع لحدود متتابعة لمتتالية هندسية 


أساسها م = ۾ وحدها الأول ل = 70 


ا 1م 1 1 نت 1 ۲ 
یچ اس اسب وت سس رو بت 
نز 2-2 توا ۷ 
3-ب-حساب المجموع ',,ى بدلالة 1: _ 9 
Un‏ 2 71 
ده + ت ۲+ ۷ = ٩‏ 
لدينا 1 5 الث _ n‏ 
1 تب a" ٣‏ 
ثارت ١‏ مال وى لاسب هسب ۳۳22 
-«a‏ بت بدن 2-0 ۴ Sn 2-4 1 2-0 ١‏ 
n+1‏ کڪ 
ها 2ه 
3-ج|ستنتاج بدلالة ‏ و » المجموع ,11: 
1 
Hy = 4 +‏ 
U - © 1-0 Un — 0‏ 
1-1 5 ۳ ومنه 6-0 ۱-1-۲ ۳۷۳ n‏ 
14-0 11-0 
0-1 11-0 ست 
Unk 11-0‏ 
6-1 مد 
7 ی 1 
v= @-1 1‏ 
ومنه ر و 1 8 1 
به جرب :اضرب ف بای جد 
.سس > مد 1 - Vn‏ 
بويد Un‏ 5 1 - 6 
اہ ا لے 
(دن: #a-1‏ معنا ۳ 
5 1 حون ر مکی = 
و به 6-1 ۳ 0 
+n) + )-1-1 1(‏ 0 
ب a‏ 
Sn 1(n + 1) 1‏ 
a—1‏ 
_ 1+1 1 
)تحت ER‏ = با 
ومنه 6-1 


الإسم على اليوتيوب: مواضيع مقترحة في الریاضیات في المتتاليات لبكالوريا 
9(عت ار اتر ) رقم 10 


نعتبر المتتالية العددية (,,:) المعرفة ب: 4 = !1 
۰ 3107 

ومن اجل کل عدد طبيعي 1 .۰ 2 = Un+1‏ 

1-عین العددین الحقیقیین » و 2 بحیث یکون من 


أجل كل عدد طبيعي ۸: سل + » - Un+1‏ 
,2 تبرهن بالتراجم أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸: 
4 > 1 > 1 


ربکا س اتجاه تغیر المتتالية (,) 
ثم استنتج نها متقاربة » احسب u‏ :| 


+1۱ 
3-أ-بين أنه من أجل كل عدد طبيعي ۰11 
)1= ,20 
لوحا nt‏ 


3-ب-عین عددا حقيقيا ##مر*المجال ]1 :0[ بحيث: 
k(un =1)‏ < 1 رت > 0 

3-ج‌استنتج أنه من أجل كل عد طبيعي «7: 

0 <u, - 1 > 3k" ۱ 

سس ی ماروا | ۱ 


كير الحل 4 
1-تعيين العددين الحقيقيين ۾ و م بحیظ. 


Un+1 28ت‎ 


ما3 
Un+1 2 + 1‏ 
(3u, + 6 - 6(‏ 
وله 4 2 ۰ 
3(un + 2( ۱۳.‏ 
Un 2 + Un‏ + 2 2 
بالمطابقة نج و هبو م 6 


8 
2--البرهان برای آن + ےی ے1 
تمي (۸)م الخاصية "4 > 


قق أجل - 1 = ,)1 >» 1" 

ت 0= ۸ لدينا 4 = وږو 4 > 4 ء 

و 5 1 ت( 0 )و مد 1 
لحا أن (70) محققة من أجل كل بر : 

يي 4 > ,لا > 1ونبرهن أن )1+ E‏ 
تيا 4 > وبرلا > 1 ا 


سس لي ی | 


3 > 2+1 > 6 


222 4 

= 6= 1+1 > 
ومنه 1۱ 5 n(n‏ محققة n+‏ 1 
إذن 4 > ,1 > 1 مهما يكن لا ع ور 
2-ب-دراسة اتجاه تغير المتتالية ( 
ندرس إشارة الفرق ,رلا > رب ٠‏ 


7 7 جوا 


-u, +1 > 0‏ 
و لا + 2 > 3 > 0 
و ى un(-un+1)‏ 
2+1 


هلا 
كه 


تناه 0 > ما - وبا أي المتتالية (برن) متناقصة 
N‏ 


استنيّاج أن (9) متقاربة 


بما أن (,,ة) متتالية متناقصة تماما ومحدودة من 


الاسفل بالعدد /1 لايم 4 > با > 1 
گهي متقاربة نحو نهایتها۳ 
خساپ لا 11111 


اي نحل المعادلة 

_ 31 

` 2+1 
31 

E hs 

31-21 2 

241 
1 - 2 

E © 

(1-1) = ۵ 


۱ 


وض 1 > 0 -] 
ال 
١‏ 1 ت 
ومنه Un‏ ل" 
2(un-D) «i . :‏ 
وأ-البرهان آن 5 > 1 > un+1‏ 
ج + کک وح لي ب حح ا سسیی ی و 
3 
0-1 1 0 
Un‏ 4 2 111 
0 7 ولا 3-2 
0001007 
1 2 _ 
Un+2‏ ` 
2(un =1)‏ سح 
Un+2‏ ` 


3.ب-تعيين عدد حقيقي 1 من المجال ]1 :0[ بحيث: 


0 > Un+1 > 1 > ۷ - 1( 


کیا ما ع ے وم 
ینا مما سيى 2 = 1~ بيرلا 


ولدينا من البرهان بالتراجع 4 > وبیلا > 1 
(1(.... 0 > 1 نت 1+ببلا 3 


ع و کے ا ا کے 
اج > Uy‏ + 2 
2 

(1- مل) < > 1- يبلت 0 
انه ج = 1 حيث 2<1 <0 


جما ا 2*1 . : 
“#-استنتاج أنه من أجل كل لا © 2: 


بق الس EE‏ سيمت 


9 5 1 با > 9 


نما ميق )1 - nı - 1 > (u,‏ < 0 
8 0 < ۱ (1 - ود 2 > 1 - ولا > 0 
۷۳ سوک E‏ 


شن | * ۹ 
HÊ‏ شاي اف 


ب طرفا لطرف نجد 


0 <u, -1< (2) («-مم‎ 
0< -1>)2( 4-0 


م 2 - 2۱ 
حيث 7 - ) ومنه (2ّ) 3 > 1- يبل > 0 
استنتاج ,رد1 110 مرة آخری 
مه + ب1۱ 


لدينا مما سبق (2) 3 > 1 - يرلا > 0 
و 0= )سف لأن 1>2>1- 


711 2 
ip, 3 (5)‏ > ۵ - بو > 0 
حسب مبرهنة الحصر فإن 
„im (un - 1) > 0‏ 


ي 1= ما 


..4. متتالية مقترحة رقم:20 


الإسم على اليوتيوب: مواضيع مقترحة في الرياضيات في المنتاليات ليكالوريا 
7ع تجر+ ت رإرقم6 
( 5 متتالية عددية معرفة بى = وبا حيث »م عدد 
حقيّقيللا من أجل كل عدد طبيعي : ؛ 
1 

۳ 2 - بلاج < +« 
[-عین قيمة أل الحقيقي ۾ بحیث تکون (») 
0 
[]-في ما يلي نفرض ان 3 ڪا ۱ 
1-احسب ,1 ,و1 ,ولا خمن اتجاه تخیر المتتالية (مل) 
فان: 4- > Un‏ 1 ثم ادرس اتگاہ قغیر المتتالية (un)‏ 
3-هل (ي) مقاربة ؟ حدد نهايئهم 

” رم متتالية عددية معرفة من#اجل كل عدد 


4 - 7 = رل أحسب e‏ الي 
راحب بدلالة ب المجموع: 
وت ۳ ولا + Sn = Uo FU,‏ 


مر الحل 


1-تعيين قيمة 0: _ 
حتى تكون (,:1) متتالية ثابتة يجب ان: 
0 = ولا = Un+1 < Up‏ 


ومنه وح وك 3 
ی مه 

ومنه 4- = 6 
بحساب 1 » 102 ۲ 13 

Un+1 = ZU, لديتام 2 ح‎ 


ومنه جد ينا 
من أجل 1= 12 
سس وم مد مه 
من اجل 2 =۸ 
9- 1 1 
22۱-2 2 - لاح = ولا وپولا 
25 , 

‌ 8 
تخمین اتجاه تغیر (ہں) 


لدينا وله < يه < وب 

يبدو أن المتتالية () متناقصة تماما 
2-البرهان بالتراجع أن: 4- < u‏ 
من أجل 0 = و لدينا 3 < ویو 4- < 3 ومنه 
(0) محققة 

ونفرض صحة (7)م من أجل كل 2 من لا[ ونبرهن 
چ أي 4- 2 Un+1‏ 


أي 0 ك (4 ۲ 2)u‏ 
ومنه (»ا) متناقصة من أجل كل بم 
3-دراسة تقارب ,بم 7 


n € 


ا ست_ نز 
يما أن (un)‏ متتالية متناقصة ومخد سس 
بکد ات وى زر و * من الامش 


۱ = 1118 u 
„ims Un+1 n¬++ceo ۳۳ 


- 3-2 قاذ‎ 
2 
j= -2 
2 ۰ 
lim up = -4 آي‎ 


4-أ-البرهان أن (,,ت) هندسية: 


(,,ة) هندسية أي: Vn+1 7 Und‏ 


لدينا 2+4 - بلاج > 4 + يمينا > ربا ۱ 
ومنه 2 + zun‏ = 
أي (4 + (u‏ 2 = 
= 55 

ومنه (,ر) متتالية هندسية أساسها < = ۾ 
حساب 70 

Vp = U, + 4 بلدينا‎ 

vo = Uo + 4 ونه‎ 

أي 7ح 4 + 3 ع و9 


4-ب-كتابة عبارة Vn‏ بدلالة نيد 


(,رنه) متتاليةيهندسية.ومنه "۹ر ن = »ةا 


اي جا ia‏ ومنه 4 — Un = Up‏ 
rm pnt 06‏ اي نت 3 kL‏ 
لنت 4- ج ,به مهما يكن ۸ من N‏ خساب : ۱ 
دراسة اتجاه تغير (بده) به li a‏ 
وا 1 = Moy n‏ 
ton 7 6 -4( Un+1 - Un = 3n n‏ 
(4 + بل - n‏ ے ۱ 6 lim‏ 
un > ¬4 2‏ ها بو 
۳ ۲۵ 
وفته 4„ لان 1 >0>3 
ha. 4196}‏ 


i =‏ 
+ 4 انخصب 
يمك 


بصب رک 
يبنا 4 + Up = U,‏ 

یه 4 - ب < يرلا 

۱ يي +۰۰۰ + FU‏ لا + ولا < Sa‏ 


وين + 4 — و9 + 9-4 9-44 < ,5 


.5. متتالية مقترحه رقم21 
ند عى ثبوتبوب: تمتئینت و زهان -تتراجع رقم 23 
كر (ين) متتالية عددیا عندية معرقة دز یمايلي:6 = و11 
عن ليل كل عدد طبيعي و حيث: 
1 
ات 7 Un+1‏ 
د ۳۳ آن المتتالیه (برية) ليست 


0 
۳۹ ۰۱ - 


"رف ره 8 هون بع ا 
a‏ پا حيث ي عدد حقيقي. 


نيم العند ۾ بحيث تُكون ن المتتالیه (برنة) 
ا ها سر 

اع وہ ے 

حصب 04. 


.7 ثم أكتب عبارة الحد العام ل ,به بدلالة‎ ٥ 


Sn = ولا‎ + u, + 2 


بع الحل 


1-حساب 11.11 .111: 


لدینا:6 = Ug‏ ,2 + ولا = Un+1‏ 
ومنه:2 چ (6) 2 = 2+ م“ = 10+1 = إلا 
u = 4‏ 


4 1 1 
22 2 + (4) = 2 + ولج 2 وبولا > ولا 


1 1 
2 )5= 2+ يناج - يبون - ون 


1 1/8 
u4 = 13+1 = 7 (13) +2 = + )#( +2 


82 
سح : پا 


تبیان أن المتتالية (») ليست حسابية: 
حتی تکون المتتالية (») ليست حسابية يكفي أن نجد 


2 ع 2-وفته (به) ليست متتالية حسابية 
تبيان أن الثاني (چید) ليست هندسية: 
حتی تكون (ہا) لست ندنو یکی أن نبين أن: 


2-أ-البرهان بالتراجع: - 

مالخاصية"3 > ln‏ "من جل كل عدد 
نسمي(7) ما 

من أجل 0 = ۸ »لیتا 6 = واو 3 < 6 ومنه 


رش انم محتقة من أجل كل هنلا 


أي3 < ما 
وزبرهن صحة (1 + يرام أي 3 < يرجملا 


4197(« 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
لديئا:2 + aii = un‏ 
ومن القرضية لدينا 3 < > ,1 


ومنه حتى تكون )مت سای يجب لن تور 


ومنه > 2 < 4 
Un ۳‏ ات a=‏ 
2 1*۴ < 2 ۳ طریقة2: 
أي 3 < و1 ومنه (1 + )۸ محققة (,ا) حسابية اي: ۲ ۳ ,رن = رون 
لدینا:(» + ,۱۱۱614 = ورن 


إذن 3 < » من أجل كل عدد طبيعي 1 
2-ب-دراسة اتجاه تغير (,10): سڪ 


1 
Un+1 “Un = Un + 2 - Un لدينا:‎ 
_ “2Un+6 


3 
0 > کڈ ں2 _ د 30 ہے 


دنا 3 < 46(د البرهان بالتراجع) 
ومنه:0 > Un‏ 7 + با 
آي (un)‏ متناقصة تماما 


ومنه > ۳ ,11 = اولان 


1 
)@ + 2 + يرلا ج) ‏ = < Vn+1‏ 
ومنه ومن (1): 
1 

((۵ 6+3 + - )0 ک1 

0 6 1 
ل + ب + 1( ne"‏ +« = 

3 e 


ه 
۰ 


1 6 2a 
< وا + وا‎ + In )1 + +) 


2-جہتبیان تبيان أن( ) متقاربة: ‏ ی n‏ 
بما آن ن () متناقه..2 و م ت لشفل بالعدد 3 وإتنه لزان o‏ إذا و فقط: 
فهي متقاربة (3 > ») نحو نهاية ] 0=( ان 
-حساب نهایه (ببلا): ۲ 6428 3 
بما أن (ں) متقاربة فإن: 7 نی الأسية: 0= 1 چ 
# - سيك" < a n‏ چیه 2a‏ + 6 واو a=‏ 
و 2 وق وى ب ااا ول 
6 3 لدیتایر 3 - )۸ا = بت ,6 = ولا 
- < ) وقبه.3 م[ = ول 
نعلم أن:7(7/- ۸) + زا = vy‏ همع 2 71 


ونه = بل 


3-- تعيين قيمة م حتى تكون (,ت) حسابية أساسها 
۳ 
3 


طريقة1: 
(برنة) حسابية أي:” + Vn+1 > Un‏ 


ومنه 1277 وبا = vp‏ 
أي ) 6 + n3‏ = 

Vn = ۹ - ۳2‏ حك 
4-ب-البرهان أن 3 بل - ل 
لديناء(3-)طاى < pn‏ 


1 
6/731 وس بو‎ Vaq+1 = In(un+1 + @) = In 6 + 2 + 9 
1 1 
چ) «۱- 8 حم پل‎ +6+3( 
: ۳ 1 
۱ (n) 24 چچ‎ vn, = In + In(un + 6 + 30) 
له‎ Uy = = lim 4+ 3 =3 


ولدينا:(© + )"| = ون (1-7)-2 ی ی بو 
71-1 
لان:0 >= 8 lim‏ 


ومنه يجب أن تکون © = 36 + 6 
3 ص++1۱ 


أي 6- = 20 
(198) > 


>» 


: الفضية 
“ © يري ص اكه : 


Sn 
و5‎ = Ug + 1 + هب ۱ واد ,۰ ولا‎ 


۱-1 
ا:3 + (3) > با 
١‏ 4 13 
يبن لجل >« :3+ (5) = من 
۱ 10 
اجل 1 = ^ 7 3 بر 
0 
اجل 2 11 (3) = وله 
بن أجل 7 = 71 وب 2۳ با 
نجد: ۰ 


اس 1 


2 4 
۵ 
برع حدود متتابعة لمتتالية هندسية 4 ی 

لاد = و وحدها الأول 3 = و۷ 


نت (2) 
را اس ]وب +> 


n+1 
يه‎ 
متتالية مقترحة رقم:22‎ .96. 
متائية تا لے‎ 6 


ی 2 
فتين بما يلي: 


5 
متتاليتان عدديتان محر‎ )۷(, (n) 
7g = 1 0 ۳۳ 
n1 = > 2 Un+1 7 


Wn = Un" 4 
متتالية هندسية‎ 4 


ثم أوجد Wn‏ بدلالة n‏ 


تة كل من: (رنه) و (:5) 
الب 2 Un‏ > با < 1 ۱ 
أل 3 (,) و( )وان لهما نفس النهاية). 

أ , ) متتالية حیث: ۱ n‏ 


ع الحل 
1-تبيان أن (,1) متتالية هندسية: 


تكون (,س) هندسية إذا كان ,س 4 = ١+1‏ 


بنا 
Un+1‏ 7 وبا Wary‏ 
ا 553 ۱ سب 


2 5 
_ SUn+SUn=2Un ™SUn 


إذن (,:) متتالية هندسية أساسها 3 ف 


حساب حدها الأول و: 
و ¬ و = Wo‏ 
1 < 2-1 < 


إيجاد س بدلالة 10: 


۳ lim (Ê) 
lim Wn = li 9 = 
n E 10 0 


لان ⁄ > 1<3( 

2-دراسة رکایه گل من (,14) و"( 

2۔دراسة رکا كل من (10) د لوا 
دراسة رتابة 9 
ندرس إشارة الفرق را - 


+ ا 
09090 - 
59 تاه 2 
رنه ر مقس 
در اسة رتابة (م) 


1-3)-نبرهن بالتراجع ان 2 > بيه من أجل كل :7 
نسمي ()م الخاصية 2 > Un‏ 
من أجل 0 > لدينا: 2 > 2 = ونه أي 


(0) «محققة 


یر سب ی 


ونفرض 
اي 2 > 
اي 2 > ۱+۱ 

لدینا من الفرض: 2 > ,لا ی 
ولدينا: (,,1) لان 0 > un‏ - وږوا متناقصه 

U, > 2‏ ک ولا ومنه 2 > وبمههاي(1 + ٥)۸‏ 
إذن 2 > ره مهما يكن ۸ © 71 

2-3)-نبرهن بالتراجع أن: ,,نة > 1 

نشي (۸)م الخاصية : ,رن > 1 

مر أجل ,0:- « فان 1 = وت > 1 أي ( 7)0 
نفرض آن (ور)( تحفقة مهما يكن !۱۷ © 71 

أي بت > 1 

ونبرهن صحة (1 + 602 اي: وبيرتة > 1 

لدینا من الفرضیه ,ریک 1 

ولدینا 0 > بت - RP Gn‏ ک vn‏ ک 1 
ومنه نجد آن: 1 .بيرنة > 1 

إذن (1 + )7 محققة 

وأخيرا ,هن > 1 مهما يكن ۸ © ۸ 
3-3)-نبرهن أن 2 > »ا > بر > 1 7 
لدينا را - ا = ۷ 


21 3 
< [إلسدزاع- — رالا 5 
و 20 8 n n‏ 7 
ومنه 0 > پر - Un‏ 
أي Un 2 Vn‏ 


من (1) و(2) د (3) نج 2 > وناك س 16 __ 


4- استنتاج تقارب (,:ة) و (,ة) وأن لهما نفس 
النهاية ] 


بما أن (بببه) متناقصة تماما و (,,ة) متزايدة تماما 


لدينا - [i‏ = ۳ ۱ 
„lim (un 7n) „im, Wn = 0 7‏ 
إذن: المتتاليتين (,,مه) و (بت) متجاورتان 
ومنه: (1) و (,رنة) متقاربتان ولهما نفس النهاية | 


lim = lim vp =| ومنه‎ 
N n+ ۳ 


5-لتكن (,ع) متتالية حيث س5 + 22,5 = ,ع 
تبيان أن (,ع) ثابتة مع تحديد قيمتها: 
2Un+1 + 51741‏ = يبرع 


4 11 ج10 + برغا 
و 2ت 


= Uy + Uq F Un + 4n 
= 2Un + 59 
= n 
ومنه: (,۵) متتالية ثابتة و: م؛ = مغ‎ 
ج و5 + و211 = و بع‎ 2)2( F۴ 5(1) 23 


{200} 


الإسم على اليوتيوب: مواضيع مقترحة في ارا ی + كور 

لبكالوزيا 2017( ت + ر عت رب تخت 
۾ و ۵ عندان حقيقيان بحيث: م > ۾ > ۰0( 
و (,,نه) منتالیتان معرفتان على لا 


0 = و1 =p‏ ونا 
J |‏ بتاورلا 
لا 7 Un+1‏ ا 


2 
1-بین أنه من أجل كل ۸ تکون:(,م) و (من) 
موجبتین تماما, 
2- بین أنه من أجل كل ۸ تکون: ,رن > ,رلا 
3-أ- بين أنه من أجل كل ۸ تكون: 


1 
Vn+1 7 Un+1 > 2 (Ug نس‎ Un) 


1 n 
0 > پا‎ - Uy > (2 3-ب-استنتج آن:(ه - ط)‎ 
4-أ-بيّن أنّ المتتاليتان (يرله) و (مبت) متجاورتان.‎ 
۱ 4ب _إذا كانت 2 = © و 5 = و؛استعمل نتانج‎ 
التبؤال (3) لإيجاد القيمة التقريبية للنهاية المشتركة‎ 
.1073 *(ی) و (برنة) بتقريب‎ 


به الحل 


1-تبیان أنه مان آجل كل ” تكون: (,رنة) د («3) 
موجبتان تماما سس مس 
البرهان أن 0 < :و0 < بر 
للبر هان على ذلك نستعملل الب هان بالتراجع 
نسمي (7)0 الخاصية 0 < يزو 0 < ٠۸‏ 
من أجل 0 = « لدينا 0 < "وچ ما 
0 = 7 ولدينا 0 < ا 80 
ومنه: (7)0 محققة من أجل 0 = 7 
نفرض أن p(n)‏ محققة مهما يکن ا 00 
أي 0 < ريدو 0 < بن ونبر هن 
ی وو ا < په باه 
لدينا من الفرضية 0 < ولاو 


نجد 0 < برنايرلا ة 
nvr < 0‏ ۳۹ 


ومنه 5 
لدينا من الفرضية: 0 < ,بيو 0 2" 


Un + Un 3 0 ومنه‎ 
5 (tn + v,) < 0 أي:‎ 

إذن: 1 0 > Vn+1‏ 
ومنه: الخاصية (1 + )م محققة 
وأخيرا 0 < ,و 0 < ,نا من أجل كل | ع بر 
إذن: المتتا ليتان (n) 3 (tun)‏ موجبتان تماما 
2-البرهان أنه مهما كان ل ع 7۱ فان ,رن > رده 
نبوهن على ذلك باستعمال البرهان بالتراجع 
نسمئ/() «الخاصية "ty S Un‏ 

من أجل ”2ح ور لدينا © = vo =b suo‏ 
ولدينا ۵ > یادن وم > ولا 

ومنه الخاصية (77)0 محققة 

نفرض أن الخاصية #تجدقة أي أن Un‏ 
أي: 0 Un = Un S‏ 

ونبرهن صحة الخاصية )1 + )( محققة 
Vari‏ ک جوا أي 
نا .شش - يباين 


1 


ln > 


اي: 
ایک يوطت 1+ 
7 وجي ا Urea‏ 
2+ برش ورن لا ا 4 
(مثايرلة 2+ (uÃ +vÃ‏ برا يرن 5 
E‏ 
,۱/10۳ 
و 5 
_ نمت ۱ 
upp +n)‏ )4 
RR)‏ 
ينا من الفرضية: پس > نا أي 0 > ون - برلا 
ومنه 0 < 2(ن - (un‏ 
Un—v,‏ 
إذن: 0< ی 7 
ومنه: 0 > بو ¬ وجلا 
أ (1 + وین محققة 
دأخيرا u < n‏ صحيحة مهما يكن ۸ € ۸ 


Un+1 7 ۷+ > 


0 


3-أ-تبيان أنه من أجل کل ۾ تكون: 
1 
Vn+1 7 1+1 > 3 (n - tn)‏ 


يكفي أن نبرهن أن: 


1 
Va+1 7 Un+1 7 3 n tn) > 0 


1 
۳/1 2 (n - 1n) 


۷۰ _ 1 
و > زولا > 0 - بولا - اجرلا 


1 1 1 1 
ما + 3n‏ 7 ونا ات ۳ Un‏ = 


= Un ال‎ 
نستعمل المرافق:‎ 
Un F J Unvn 
_ 18-1 _ Un (tn > Un) 
5 Un F ارلا لد‎ Un + Jn ورا‎ 


لدینا0 < 1 و 0 > vn‏ 


ان “۰ منه لے 
إذن: 0 < ,نانول ومنه 0 CS‏ و 


ولدينا ينا >> وا (تم البرهان عليها من قبل ) 
ومنه 0 ک ,را > ولا 


5 يرن > يرن ) برقا 
۱ > تسش 
ادن 0 9 


ومنه المتراجحة صحيحة أي: 


لذ 


1 
2+1 جح‎ Un+1 “= 3 (n > n) 7 


3-ب-آشينتاج آن:( - ظ) (2) > برل - ,رم > 0 
نيرهن علی ذلك باستعمال البرهان بالتراجع 
لتكن الخاصیه ()7: 
1 

0 > -ط) (2) كه بن‎ a) 
من أجل 0 = ۸ لدینا :م جرال بوكلا = ون‎ 
ولاینا: ط > 6 > 0ومنه: 0 < ۾ ز‎ 
بالتعويض في المتراجحة نجد:‎ 

1 

۵-۵ (2) >ه-و علو 

أي © - > 6 - را > 0 


عم 


ومنه: الخاصية (2)0 محفقه 
نفرض أن الخاصية (:7)م محققة أي 
1 
(ه-6 (2) كسد > 0 
ونبرهن صحة (1 + :)7 
n+1‏ 
اي a)‏ ڪڪ (b‏ 6 ك Un+1 = Un+1‏ > 0 


معنو ك1 :ا ۳ 1 
من الفرضية لدينا:(۾ - ط) 6 - Un 7 Yn‏ > 0 


ئ ا ل 222222222 2 سس 072550001777 
}201{ 


اس 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
> و : 
نضرب اطراف المتباينه في 8 


لدینا 1 > > 1- 


إذن: 0 ۳ 1 
“1/1 - 3 - إذن: ۹ 1 5 
ل لل 
1041 ا بن إذن حسب مبرهنة الحصر فإن. a+‏ 
(Vn > tn) =0 2 ۳۳ 9 )- a)‏ 111۳ 
: ق : تثالئة ۵( ہے 
ا یاهع ید و 
(Vn - ty)‏ ك n+1‏ 7 دجم 0= (هريةات يا) im:‏ 
إذن: اذن المتتاليتا: a+‏ 
۰ لا تال () و (بت) متجا ۳ 
(Ê) (~a)‏ > (رن- بت > جلا - وبوا ک 0 نفس النهاية ورتان | لین 


n+1 ۰‏ 3 
کنن (۵-ظ) . (2) ك یبیل - يجي > 0 


4-ب- استعمال نتانج السوال (3) لایجر: 


5 ییا‎ 5-200 ۱ 59 1 ۳۳ ET 
ومك#الخاصبية (1 + )م محققة التقريبية للنهاية المشتركة ل (,د) و زرم‎ 
= 3 5 n 
اي .9( ) (2) > همه > 0 صحيحة | بتقریب10-3‎ 


2 


لتكن النهاية المشتركة بين (,:) 


مهما يكن × ۸€" 7 د (,ن) هي | 
4-أ-البرهان أن المتتالیتان,(,,) و (بت) لدینا: ره - ط) (<) ك بلة- ,>0 
متجاورتان 


ندخل القيمة المطلقة على أطراف المتباينة فنحصل 


سدح الله OS‏ 
- ۳ مه . 5 ت ۳ سس 7 
تكون متتاليتان (,») و ( )0 متجاورتان إذا وفقط على | - و( )| > الا - | > 0 


ا ك“ ی ال دی ۲ ميات أت 2 
إذا كانت احداهما متزايدة والاخری متناقصة و TE E‏ نس 
lim (un = Vn) > 0‏ 1 
مه + ج-وو 
ندرس رتابة (ږه) ی 6 3 > یلا - [vp‏ > 0 

۱ lun - / ۱ > 1073 ميجلا = 1۷1 0 دسلا لدينا من المعطيات:‎ 3 Un 

„1| > 10-3 2 رل‎ = un یبد‎ + n) 
) ات ے خواص القيمة المطلقة: (الخاصية المثلثية‎ 
۲+ ابر‎ > |x| + انا‎ /4 Dp — 2 

۱9 ومنه ابا + || > إ(مرح) +۲ 

Un‏ ۳ برقا ورلا إذن lul‏ + انا > الا 

E )يبلا _ وتە |3 £ | + |1 - تا‎ > r) 

- ار 7 د 

Un 59‏ + يرقا له اي 6-3 + |3 10 > ها 
تس > لا أي 0 < Un‏ - ورت ومنه: 24 ۰ :۰ 0 2 
ومنه 0 < لسناحيونا)يرنا حتى تكون (2) محققة يجب أن يكون: 

1 


1 n 
3)5( > 3 


"A 
6 10 ون ريج أي‎ 
- "۷ 5 
۳ <> 66.1075 5 5 دين ا ے‎ 2 n 
1 ونر‎ 7 
0 1 > 6 . 10-7 ومنه‎ ١ Un 7 ۹ 0 دن‎ 9 2 
5 9 2 In (66 ۱ Un 1 "۳ Vn = 0 دن‎ 
متناقصة ي 8 0 وج زا"‎ )٠,( ومن‎ 
۵ (66 . 10-5( +الفرق:‎ < 
۱ < 1566. 10-5( 11 : 
۳2 وقوه ده‎ ~9 
1 > 10.56 


إذن: 1 n=‏ 
نه اا. ‏ ۶ امه f‏ ۱ ۸۵ .۰ 1۰ 0-0 


8. متتالية مقترحة رقم:24 
٠ /‏ اع ب: مواضيع مقترحة في الرياضيات في المتتاليات ياك 2018 
يم على الو وو a‏ 12 


نشي المتتاليتين العدديتين (,,4ه) و (يرنة) المعرفتان 


۹ 2 = ونا ومنه أجل كل عدد طبيعي «: 
۷( - 1( + لا = وبورلا 
و ,۷ + Vn+1 = (1 — Jun‏ 
میث و علٍرچتيقي مع 1 > © > ر 
المتكن ( س المتتالية المعرفة على ل٩‏ ب: 
Wp = Up ~— Un‏ 
إا احسب ۷۵ و ۱ 1 ۰ 
[ب- برهن ان المتتالية (بب) متتالية هندسية يطلب 
تعنين اساسها 
1۔جہ اکتب س بدلالة م ثم استنتج ۷۶۶ بر 
7-أ-اثبت انه من اجل کل عدد طبيعي( .+ ور > يرلا 
ب‌برهن ان المتتالية (بربه) متزایده وان العتتالية 
(7n)‏ متنافصا 
7ج استنتج آن المتتاليتين (un)‏ و (vn)‏ ۰ 
متقاربتان نحو نفس النهاية ] 1 
2-<-اثبت أنه من اجل کل عدد طبيعي 1 
3= ,رن + ا واستنتج قيمة النهایة | 


بج الحل 


Wn = Vp - Un 
و9 = و۱۷‎ - Ug = 2-1 1 

Wı = U ~11 

vı = )1 - au, + avg = 1 - 2 + 0 
< 1 + 0 

u = »)1( + 1)1 - (2 = +ع‎ 2-4 

= 2 

رمه 
=m 1+ 0 - ®‏ 
2a4 -1‏ — 


ردان ان (,۷) متتالية هندسية مع تعيين 

میا 

۳ سم سنا , 

فس + 
2۷ لت 


۱ سس ولا و6 F‏ ,رل( - 1) = يبوللا 


متتالدات مفت حة 


= )1 ما‎ - tun + +1-ه)‎ @)vn 
= (1-2 un + )26 ¬ 1)vn 
= (2a - 1)u, + (2a ~ 1۳۳ 
O: 1)(vn - tn) 
= ۱۷, )2 6 - 1( 7 
7-26-1 إذن (,۱۷) هندسية أساسها‎ 


Wn = ۲‏ 
ومنه ‏ 1(۲ - 6 102 = ,۷ 
اي ")1= 6 2) < wy,‏ 
استنتاج WwW,‏ 11111 
من دب 
lim w, = lim )2 a - 1)"‏ 
0۵ +۲۱ م + مر 5 
لدینا 1>- »2 > 0 لان: 1 > > 
ومنه 0 = ")1= 6 2) lim‏ 
من چ+ب ۱۱ 


2-أ-اثيات من أجل كل عدد طبيعي :7 أن: ,رن > 21 


لدینا بريه - پا = س و (1 - 2 2) = ,با 
Û :‏ <2 یلا - را 
اي Un‏ 2 با 


لدیتا یپرد - ,)2 ¬ 1( + GU,‏ > يرلا ¬ وجيبلا 
۷( 1( + بدا( -1)- = 
یی (1 — رنا) (© -1) = 
4 با( - 1) = 
بما آن: 0 کج و > ع -1 >0 
ومنه Û‏ يبلا ¬ Un+1‏ 
أي المتتالية (un)‏ متزايدة و سس ۸ 
البرهان على أن (,رة),متتالية متنائصه: 
لدينا: ہن - un + avy‏ 3 1) خر 7 1+ 
: ,1)7 -م) + بدا( + 1) = 
(un - ty)‏ - 61 = 
(,-) (ه :5 1( 5 
ومنه ثانا( © - تت ج 
لدينا: 0 > يز( -1)- 


Vn 


إذن (.«) متتالية متناقصة 
LE <“‏ 
2ج إستنتاج إن يم و (مس) منقاربتان دحو 


نفس النهاية ] ۳ 
زا = WwW,‏ 111 
0 = )= ا 


د تز أبذة و (v,)‏ 
المتتالية (u‏ مدر الب £ و 59 اله 
ke 8‏ ناه انهما تتقاربان لحو بفس لنهایا / 


وص ق 


u 


۳ و لدينا 
دمن أجل ۰0 ۷ * 
رو ومتة (0) 0 مخ ۳ 
کو من أجل 0< يونين هن و 
3= يبرل + Uns‏ 
t1 = Run + (1— avy + (1‏ 
Cn + Uy = + ar‏ حيرلا nF‏ 
۱ ود vy‏ = وب F‏ جلا 
اد بیط + وجيبلا 

ومنه (1 + )7 مجالی _ 

إذن 3 = بو + مه مهشيكن ۸ © ^ 


Un+1 ۴ Vn 


(1 جوم أي 


= زا(‎ + av, 


lim ۷ ۱ ۸۴ 7 بو‎ 8 
n¬+o TF „i n, > لدينا‎ 
و 3 تا‎ 

ومنه 1-3 د 3 < ۱ 

: 3ع رن lim u, = lim‏ 
ومته 2 © مدب 1 وه + ص| لژ 


: 


99. متتالية مقترحة رقم:25 


الإسم على اليوتيوب: مواضيع مقترحة في الرياضيات في المتتاليات 
لیکائوریا 2017(ع ت+ر+ ت ر)رقم19 


(un)‏ و (vn)‏ متتالیتان عددیتان معرفتان من أجل کل 


عدد طبيعي :7 كما يلي: 
4n - 8‏ + "3 8 + 47 - "3 
is7 ma , ۷‏ 
1-احسب الحدود الثلاثة الاولی من كل متتالية. 


2-لتكن (,6) و (,,4) منتالیتان معرفتان كما يلي: 
dn =ln Un , n = Un ۳‏ . حيث 7 عدد 


2-أ-عبر عن كل من بیغ و په بدلالة ۸. 
2ب‌برهن أن (م]) متتالية هندسية و (,,4) متتالية 
هه ,قي كل حالة يطلب فتهي الأسنى و 
ول. 
2-جنقبل آن:27 > 7.آحسب نهاية نك عندما ‏ 
لین 
2-د-نضع من أجل كل عدد طبيعي و 
«n 2. (n = tn 4 dn‏ 
حسب بدلالة ‏ المجموع: 


80 1+ وه + ag ta‏ = يه 


یی 


ہیر الحل "مر 
1-حساب الحدود الثلاثة الأولى ل (7n)‏ ۳ 
ڪي ڪڪ 1 1 


1 2 
1-1- لدینا 0 زر 
4 الا 
حساب الحد الأول: نضع 0 n=‏ 8 
ٌ_- 8-(0+4)0و 
حساب الحد الثاني: نضع 1 = 1 اد 
3 ے 31401228 
lı Zz 4 4‏ 
حساب الحد الثالث: نضع 2 = 7 
9 _ 8-(2+4)2و 
4 2 و۱ 
۰ 371-44-8 0 1 
1-ب- لدينا 4 = Vn‏ 
حساب الحد الأول: نضع 0 n=‏ 
9 _ 8+(30-4)0 
0 ۾ ۶و 
حساب الحد الثاني نضع 1-1 
7 340+8„ 
هت اك 
حساب الحد الثالث: نضع 2 <- 
9__ و+(2) 32-4 و 
ىت ته 


4 
n 


س ج هه ڪڪ ل 
2 التعبير عن ع و و بالالة 1 
ضار (,ع): 


n 
ببلا تا‎ + vy 38 هب3۳ ر‎ 


لدینا , 
4 و بو بو رهب 3 
و ممح وا 
2G)" 3)" |‏ = با 
ي 4 n‏ 
3r‏ 
عبارة ل بدلالة 11 
وتات (8-+37-41) -71-8 > #: 
ومنه 2-16 بل — Un‏ = 5 
2 ۰ 2 هندسية: 
2-ب-البرهان أن (,6) متتاليه ۵ 
t 8 3+1 311 2‏ 
لديناء = دح = 1+1 
3 = وبا یف را 


ومنه (,ع) متتالية هندسية أساسها 
الأول = و + ويه = ما 
تبيان أن (,4) متتالية حسابیه: 


ny 2 
15 2n +1) — 4 لدينا:‎ 


السلسلة الفضية 
dı, 220-42‏ مص 9 55 ا 50 

dı 2‏ ۱ . متتالية مقترحة رقم:26 
و 9 (عت+ر + تر )رقم 2 ۱ 
2ج حساب نهاية ع 1-(,) متتالية هندسية حدودها موجبة تماما وبحيث 

Vn 5 


يس سب بج ج سے 17 1- = (,)۱ - ۳ 
بما أن "3< In(us) + In(u,) = 5 n‏ 
فإن 7 iy gr‏ 1--احسب وه و پں ثم عين اساس المتتالية (,,::) 
478+ وحدها الأول ر 
Un 4‏ ۳ 1 5 > 5 | لعدد 2019 
وم" 3-8 ا 5 ۳ 1-ب-أكتب ا بدلالة 2 » ثم برهن أن | 
4 ۷ حدا من حدود المتتالية (,,:) وحدد رتبته 
1 )3(1 و مرا ل = Sq‏ 
u} + u3 + “+ un = 1 4‏ = یک 
لاله X ... 2 Un‏ ولا X‏ ولا = 2 
-د-حساب ‏ 6 ید 1 تنج 
که A= +d‏ لا صا ++ اما + T, = Inu}‏ 
ر 0 ا ذا 03 تتالية معرفة على "17 كما يلي: 
ومد In(un+) > 2 In(un) ١ tn "dn‏ = ينا 
نحسب مک : ها + 26 پمک 2--برهن أن (رن) منتالية حسابية يطلب تعيين 
Se 5 t e - 1(‏ آساسها وحدها الأول 
دنع ١‏ 8 2-ب-احسب بدلالة ۾ المجموع: 
vy + va + 0g + ۰۰۰ + U ۱ 3‏ = رآ 
2١ 2-1‏ 2-جد-عین قیم العدد الطبيعي ۸ بحیث: 0 = (,«۱8)13 
1 1 
(1 تا = ۲ 5 الحل 
هنخ اك ا 0 مس 
نحسب Sû‏ 9-5 هد 3 جبة تماما 
Sa, = do + dı ... + dp = E‏ 1--(بمه) متتالية هندسية حدودها موجد 
+d‏ 0( 4 1 0 711 
n 0 n)‏ 
2 - 4 - ری = رو -حساپ ولړو یا 
= ا ا ا لدينا 
Inu) Inu = -1 _ 91‏ 
(n+ 1)(n — 4)‏ = بالجمع طرفا لطرف نجد 
In(u;) - In(f,) + In(us) + In(u4) Sa, = (n + 1)(n — 4)‏ 
ومنه Sn = Se, + Say,‏ 5+ 1- = 
اي (4- ^)0 + + (1- "3= | ومنه 4 = 21n(us)‏ 4 
منه 
. 2ع = ولا 
-تعيين 264 


لدینا 5= In(u4)‏ + (و) مآ 
ومنه 5 = (ي/)م! + )2ع)n!‏ 
ln(u4) = 5 ۱‏ + 2 
In(u,) = 3 ۳‏ 
أي 3م = ولا 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
-تعيين أساس (tn)‏ 

(,,/ة) متتالية هندسية ومنه ۳۳یلا = يرلا * م 2 71 
ولدينا 2م = ويه و 3م < ول 


ومنه 4-3ن 2ع = 3م 
3-2 _ 6 
و 3 
أي =e‏ 0 
-تعيين الحد الأول ,1 
3-1 5 
7 = و1 
ومن 
U3 7‏ 
/ ح كد وي 
ف 
6 
ياج كت ولا 
22 1 
` 111 


-البرهان أن 2019م حد من حدود المتتالية,(م») __ 


- نحل المعادلة 2019و = ب 7 
ومنه 9م عم 71-1م 

ومنه 219 1۳ - 71-1م ۳ ۰ 
أي 9 = 1- 1 


ومنه n = 2020 neN*‏ 
أي 19٥2م‏ حد من حدود (ږں) 
ورتبته هي 2020 ۰ + 1- 2020 = 2020( 


ملاحظة 


رتبة الحد 8 = دليل الخد # - دليل اليد الأول +1 


1-ج حساب رگ 

با + ۰۰۰ ۲ ولا + Sq = U‏ 
رك مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندسية أساسها 
ع = ۾ وحدها الأول 1 = ا 


ومده 
(1- عم الحنودي) 
3 1 = ,رگ 
ومنه 
سس 
Sn = 1) e-1‏ 
يي 1= __ 
۵-1 7 


-حساب رگ 5 2 
تيه +۰۰۰ + ۵ + الاك 51 


un 2 7 


2 
u? = U1 


2 > (u1 0) 


۱-2 
u2 = ) ۳ ‌ 


ومنه بالجمع 
عله +۰۰ + ولا + له + u‏ 
(u,q™7 (۶‏ + ... + 92و + (u,q)?‏ + 2= 
[۳-1(2و) + ...ل 4ن + 2ن + 1[ u2‏ = 
حيث [7-1(2ن) + ... + 4ن + 02 + 1] مجموع 
حدود متتابعة لمتتالية هندسية أساسها *و = /4 
= 0 1 [ 2121-1 
ی ۳ 
0 


e2? - 1‏ 1 
۔حساب ہم 
لدينا + "و = ملاو 
u = U1‏ 
4 = ولا 
u, = 7 ۳‏ 


ومنه ۳7لا ... 2۷ =u, 6 X‏ 2 
ومنه [ 1 +--+ 1+2+3 ] عد الحدود (ږ) = Dn‏ 
Py )1( q1 +2+3+---+ j1)‏ 
q1 +3 + (^-1)‏ - 
حيث (1 - ۸) + ر + 3ح 2 + 1 مجموع حدود 
متتابعة لمتتالية حسابية (أساشهاء1 = مم وحدها الأول 
1 وحدها الأخير 1 - 7 
3 
Pn = 20 ۳‏ 
-حساپ 7 
له ۱0 + .۰+ u? + Inu}‏ ک و1 
نا 3[ 3 + uy + ٠٠١‏ م[ 3 + با ها 8< hn‏ د 
In up]‏ + -.۰ + ولا صا + ولا 3]10 < ع 
X Uz ۷ ...X ty)‏ ,)310 « 
n= 3 In(p,)‏ 
(n =1)n‏ 5 سک 3l‏ >< 


2 7 
ری اج 


2 متتاليات مقترحة 
ب (ن) متتالیه معرفة على 8٠‏ كما 
Dn = In(utn+1) 2n)‏ 
.ا اثبات أن( ج“ سے 
همست 

ینا ۵71 = ا ومنه تس 


vy, = In(un+1) > 2 n(n 
g(t+1)+1 -- 


3-أ-نسمي ر الجداء: برلا ×.... × اا × ولا ؛ 
أحسب rn‏ بدلالة م 
3-ب-عين الحد Up‏ بحيث يكون 67-م > Tp+1‏ 


کي الحل 


vq = In ۳ 5‏ 1-أ-تعيين أساس (,»1) وعبارة حدها العام 
ر کے 7 ۰ 1 5 5 
و 2 + = 2 + (1 بو 8 لدينا (,,) هندسية ومنه وري = Uy‏ 
ص توا 111 مع: رز n>‏ 
71 
ومنه (07ة) 'عبحسابية أساسها 1- = 7 وحدها الأول Un = up"‏ 
1= ۷ 7 ۳ = ولا 
لخوصض 1 و ولا في 37- = يناس[ + Inu,‏ 
ال ۸ va‏ + ولا < با ومنه 37- = 2130 + Inq + Inu,‏ + ولا م[ 
vn]‏ + رو ا ۳ 37- = 31۳6 + غ1 13[ 2 
n 5‏ ول 21n‏ — 37- = 310 
H, = [3 ۷‏ ا 
a‏ ۵ ۹ . ومته ع = ۱9 
2ج تعيين قيم :7 بحیث 0 = ,ر77 11 اي مب 
2 17 حساب 4 بدلالة 11 
- 1 097لا = بر 
= [7- 3] 2 | وفنه ۳ 2 u‏ 
2 - [7- 3]م | #1ي-حساب ربمم 
0 = 2 - 370 ۲ = | لدینا: << ...+ ره + ين درد 
بحل المعادلة من الدرجة الثانية نجد وقد 7 عم ۲ 41+ 
Uo 0 ١ 4 -_ 5‏ بو 
(e-1) ۰ 5 n = 1 € N"‏ 5 
ع 2= و | ومنه Dag 5 oa‏ 


رمنه قیم م هي: (1,2) © 7 


_.101. متتالية مقترحة رقم:27 | 


im Pn+1 حساب‎ 
1ع(‎ 5 1( 


PEN, E. eT —‏ بل 
١‏ سنا 0 - 20+1- : 
الإسم على البوتيوب: مواضيع مغترحة ففي المتتاليات لبكالوريا 2017 (ع ت* ینا 0 = ) اللي 


1 


ر+ت ر)رقم 4 سرت در كاد 
aT‏ 71 245 


۳( 1) متتالية هندسية حدودها موجبة حيث: 

5 و 2-37 1 1۳ + Inu,‏ 
1-ا-عين أساس هذه المتتاليت واحسب بسا بدلالة 7۱ 
لبد نسمي يبوج المجموع: u‏ +۰۰۰ + 1 + ونا 


0 5 ۰ 0 
“سب ررم بدلالة ۾ » ثم جد „im (Pn+1)‏ 


05 المتتالية العددية المعرفة كما يلي: 
ای اء In(u,)‏ نس ۷ 0 
ل أن بے( ن) متتالية حسابية يطلب تعيين 


ومنه 


السام 
ا ا Sn+1‏ المجموع: Vn‏ نت ۴ ۴ 76 ۲ 
" 1 بدلالة ۾ » ثم بیّن أنْ 0 = (1جيرك5):ةأ5 


)207( 


للا 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


م 2 2 ۷ تعيين 
2-أ-تبيان أن لع (Vn‏ متتاليه حسابية 3 
أساسها: جج 
نبر هن أن ۳ + پا = Vnr1‏ 
لدينا nun)‏ = وپیر۷ا 
In(u,e 7")‏ = 
Inu, +Ine îr‏ = 
ومنه 14 — In Un‏ = ویر 
)ره متتالية حسابية أساسها 7 r=‏ 
#آجدها الأول 0 = وده[ = 7 
vo + (n - 0)r ۶‏ = يرلا 
Vn = 170 ++ ° ۰‏ 
و = Vn‏ 
| سي ا سس 
Vn‏ 1 رو 1 + 70 = Sn+1‏ 
(vp)‏ متتالية حسابية و 6 
1 
St EW” [7o 2 vn]‏ 
n 2 1‏ 
n(n +1)‏ 
ا و = Sn+1‏ و 


البرهان أن 0 = (1بير5) 5112 

لدينا: ))3 6 (1 + sin (n(n‏ = (ربر5) لوثم 
نضع: n = n(n + 1( = 2k‏ 

(لأن فردي × زوجي = زوجي) 


ومنه 
1 با 0 
2 6 << (روبیر6) 51۳7 
sin(-kr)‏ = 
ومنه 0 = sin(~krr)‏ 
3-أ-حساب 1+1 بدلاله n‏ 
لدينا ۳٣ع‏ = 
۱ الو رربي le Eg TE FEF‏ جا yg‏ 
۲-..... 4[۲- 17-31۲ -۲[دن — 
Tn+1 < € 3 ۴‏ 
و ۳ 2 1+(1۲ 


(چ)(0+1)م = وج 
n‏ 


3-ب-تعيين الحد Up‏ بحيث يكون 67-ج ك5 Fı‏ 


۳ +۵0) — لدینا ۴ خ‎ 
11+1 r : 
n(n + 1) &) = 6 ومنه‎ 
n(n + 1) = 2 


n2 +n - 12 =0 أي‎ 


مرفوض لا © 4- 4 کے 
1 و 
محقق لا © 3 3ے ۰ 
2 


ومنه ”7657© = +7۲3 
ومنه الحد ,ا هو و بحیث: 6۳و ے 


الإسم على الیوتیوب: مواضیح مقترحة في الریاضیات في الما 
لیکالوری 17 20(ع ت+ رت ر)رقم30 ۷ ان 


1-بين أنه من أجل كل عدد طبيعي ‏ غير معدو 
ومن أجل كل عدد حقيقي × من [1 :0]: 
1 1 2 1 


تاه اس 
n n2‏ 


5 tn 5 n 

ابي ER‏ و 
أنه من اجل كل N*‏ ع :n‏ 
1 3 + 0 1 1 
یگ In‏ > 
nı 2 5 n n‏ 
3-نسمي (ہ1ا) المتتالية المعرفة على ۳ ب؛ 
k=n‏ 
1 


1 1 
ا = مادج )= 


بيّن أنّ المتتالية (بربه) متناقصة (یمکن استعمال 
السؤال 2.ب). 
4سنعتبر المتتالية (_مه) المعرفة ب: 


T9‏ + ينما لود مو ووه زوم ق سب 
k ۳ ۵‏ 


بين" أنه (بر) متتالية متزايدة. 
5-بیّن آن المتتاليتين (,,/ه) و (,رنة) تتقاربان نحو 
نفس النَكَانْةَ #.الأيطلب حسابها). 
حا £ س 
® الحل 

a a > بحي‎ O Bo 
1-تبيان أنه من أجل كل,عدد طبيعي 7 غير مدد‎ 
]0 : ومن أجل كل عدد حقيقي × من>11‎ 

mM 1‏ ہ1 
Of “zin n‏ 


يكفي أن نبرهن أن: (1) . a‏ جر 


2-ب-إستنتج 


1 
رو[ تم 
n‏ 


ا وا 
S‏ در 1 
و (2) ۰۰ رپ ۸ 
اثبات آن: 24 | 
n‏ ۴ 1 
اي > 2 ۱ 
“ل 55 ربیب مه 
n =‏ 
)1( ...0 کت 2 nip)‏ ۰ 
n(x+n)‏ )2471 


التبریر لان: ]0;1[ ع ع و nEN*‏ 


مگ سا ری یهت ۱ 
© 


d2ne bh 


ا“ للد > — — مت 3 0 > ا 2 x‏ 1 
بات آن: TT" 2 2 x+n‏ يي 
GERRI ~n?‏ 1 


= 


Ge > 0 .....)2(‏ 
من (1) و (2) نجد أن: > کے کے د 


.ا حاب دس ۳ 


له الاصليّة لت هي: 
م +( + R n(x‏ ع ع 
[Ink 9] 9‏ = ون ۳۳ 


+ 1 
۱ 5 )ماد ویس 


2.ب-استنتاج أنه من أجل "۱0 78/2 


ا < n (E)‏ > حتفي ول ûe‏ 
1+1 1 
لجا" (Ê)‏ ما > **[ > - 2۳۵ 
ين أن المتتالية (,مه) متناقصة: 
گني أن تبرهن أن: 0 > ,رلا - ېا 


k=n+1 1 
ay1 = / 5 )ها عر‎ + 1( 
=1 


ی م للب 
زمنه 


ع نا 

1 
... د +1 
5295 2 | 


|1 +۱0۰ - 
1-7 1 
اس ۳ 1]- 


(1 + )۱0 - 117 1د ير 


1 
n‏ کے 
)3 ( ا 1 + 11 
عد ۱ 1 _ 
n+1 1‏ 


ةا سي ات وم 


1 1 1 
اماد ت‎ > - + 
n n n 2n 
1 1 1 اض‎ 
n 
n+1 n n+1 4 
< ا ت‎ 
= 1 n 2n2 
نت‎ n + 1 


2 3 ج تس ات 
1 2 مط ag‏ 
بما آن: 2۷ ع و فان: 0 > 1-۸ 
و 0 < (1 +2720 
ومنه 0 > ہے تسه 
2n2(n+1)‏ يذ 0 > يبنا - Un+1‏ 
ومنه المتتالية () متناقصة 
4-تبيان أن (en)‏ متتالية متزايدة: 
تسف وم 2 ... + 1+ 1] < ينا 
[(1 + )ها ذي: + ] - |(2 


Vn+1 7 


<< سس‎ (n +2) +In(n +1) 


n+1 
۳ 1 یم‎ 
و‎ 1 


تعتر الدالة يم المعرفة على المجال ]0+ :1] 


2 + در 
قت تسه :جح h‏ 
یه 
دراسه تغیرات ()۸: 
2+2 
0 =|( ا h(x) = im‏ ۱ صلل 
و HÛ‏ 


لا 1 = م lim‏ 


1 ون + بو 


1 
ت lim‏ 
و 0 2+1 وج +2 


حساب (2د) ۲] 
الدالة و قابلة للا شتقاق على +٥]‏ 14[ ودالتها 
1 فة ۰ 

(+1) - (¢ +2) 

(x + 2 
ا‎ T7 as 
x +1 
1 


7 5 1 
(1 +7 
ارگ ۲ ليت 
32 


` (+02 
1 2 
1+1 ۲ + 2 


1 


- د ۲۶۳ 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
(1 + ) + (2 +2 _ 
(x + 1(2) + 2(‏ 
1 


8 (2+)12+%( _ 
التبریر: لأن: ]مه+ :1] ع × » ومنه الدالة ۸ 
متناقصة تماما على ]66+ :1] 


ات اه 9 5-5 
ي اء 0 0 ۱ x+1‏ 
أي 0 < يرنة امتا ومنه (,رنة) متزايدة 


5-تبيان أن (») و(,ت) تتقاربان نحو نفس 
النهاية ] 


يجب أن تكون المتتاليتان (برمه) و (,مة) متّجاورتان 


آي أن (ا) متناقصة و (,) متزايدة 7 
و 0 = lim (u, — vq)‏ / 
مس + ب-( 
1 1 ٍ 
| ۱0 - + + رپ 1 = fun — Un‏ 
1 1 
|2 + )ما - ح + ... + 2 + 1] - 
)1+ 1202 + 72م[ = 
1 +11 
ت 
n -‏ 
حساب نهاية الفرق: 
ع iS ‘î‏ 
im (n - vn) = Jim n |]‏ 
0= 1 8[ < 
و منه: (,,/2ة) و (,رنة) متتالیتان متجاورتان 
إذن: فهما متفاربتان نحو نفس النهاية ] 


{210} 


الإسم على اليوتيوب: مواضيع مقترحة في الرياضيات ف زر 
لیکالوری 17 20(ع ت + و ي لین 
نعتبر المتتاليتين (vn)3 (Un)‏ المعرفتان من أجل كل 


اس ی ود 


Un < حل و لا‎ — 
n 7-1 n 


و1222 - u‏ = تن من أجل 1 < ور 

1-أ-أحسب SU, U2‏ ولا 

1-ببین أنه من أجل کل عدد طبيعي غير مر ,. 
n‏ ۱ 


1 
7 1 < ولا 
= 


1 
2-أ-بين أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ». 
1 11+ 1 
ب> dx‏ - | > 
k‏ عد J,‏ 1+ 
2-ب-إستنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي 2 < «: 
> ح u‏ ک 187 ک 1 - يرنا و 1 > ينا > 0 
3-ا-بین أنه من أجل کل عدد طبيعي غير معدوم : 
111 1 
dx‏ - | بت 
اه 1 + 11 
3ب |ستنتج اتجاه تغير المتتالية (ZA)‏ 


Vn+1 7 Up = 


#یبین أنّ المتتالية (,رنة) متقاربة.نرمز بر إلى نهاية 


میت (() (لانريد حساب ,). 
-ماهي نياية المتتالية (بب)؟ 


بعر الحل 


سل سب 
1-|-حساب U2‏ ۰ 5 ولا ج 


لدينا ‏ 2۰+ ویر ع ا1 < رن 
1 = جلا 
ومنه <= + و €> + ولا 8 
> ولا 
6 3 
6 3 2 : ۷ 
ے 2م کے ار 4 

4 24 


البرهان بالتراجع: نسمي () و الخاصية: 


1 
n= 2 7 
k= 


1 
من أجل 1 = و لدینا: 1 = ےم = ولا 
ومنه (1)م محققة من أجل 1 < 7 


5 


ملة الفضية 
۳ ض صحة (2)71 من أجل كل *[7 ع 1ج 


۷ د = با ونبرهن صحة )1+ p(n‏ 
ی 0 = جيبلا 
ان وم من الفرضية 2 در( - 


ولدينا دی 
7 257 7ے 
,ق ع ره = 1+ 
حمر 5702 
[-أ-نبيان سیون - ۷ 7 

K+} 1 
<| ax <7 
ك‎ k 


k+1 


k+1 


k+1 1 
اربع‎ +1- > | 1 > +18 
2 


زمنه 


كت 


یلا > ۱039 > 1 - ور 
ا E‏ | 7 العا ا مه 


1+1 


اال ای ب بر هي 1۸+ × 


۳9 = [nz] 
= In(k +1) -۷ 
ل‎ <hnk+1)- ومنه 2 > »وا‎ 
نكتب هذه المتباينة (1 ) مرة‎ 
(k= 0-1 .... k = 2 ۰1 = 1 (من أجل‎ 
1 > ۱02-01 > 1  < 1 ومنه من أجل‎ 
2 > ۱03-2 > ) = 2 ومنه من أجل‎ 


3 ۱4 - 
4 


ومنه من أجل 3 » 12> 3و] 
ومنه من أجل 1 - م = ) 
کی عد ا 5 ب كت 
)س1 - (1 + 1 وج 
> (1- 
وج > (1 In(n‏ 7 > 
بالجمع طرف لطرف نجد: 
In2 +‏ س 1- ۱:2 > ` 2 24 + 
+ سا + +1 > (1 am‏ و یج 
ومثه تجد: 
1 1 1 1 1 1 


وکا کی اس 4و 
7 + 514 17 ك 2+ 2 


ین !د - ل + ...+2 + 1 
ینا 1م = لا 

وفینا + + ولا < n‏ 

ومنه بدا E‏ 
SE‏ ل.ل 25 
ولدينا 


دن 


1 
۶ 5 

خر ره - 2 +. 207 

من أجل 2 < 7 

لدينا وم +1 یط ح من 

أي 1 مس یلا وب ۱ 


ومنه ل - Inî < uy,‏ ك 1 - يرلا 
استنتاج أن 2 < «: 1 > Un‏ 05 
لدينا U, — Inn‏ = بر 
و 2 - له > 19 ک 1ح ين 
n‏ 
ومنه .يريب < 27 - <2 لا - 1 
n‏ 


1 
1 - uy, + Un 2 Un ~ Inn < و + + يرلا-‎ 


و منه نجد: << 22[ - u‏ < 1 

1 
اي 1 بل 0525 
ومنه 1 > ,9 > 0 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
3--تبیان من أجل ۱۱۰ ع :7 أن: 


1+1 1 
0 | تست يز مذ 
n‏ 


Vn+1 يرقا‎ = Ur, - n(n +1) - u, +Inn 


Vp = Uy + rr 1۱00+ 1) - u, + Inn‏ جور 


1 
برع‎ Inn 1( - Inn] 


n+1 4 د‎ gê 
1 - ما] = 2ل‎ [۲۳1 = In(n + 1) موز‎ 
ا‎ 


۶ 1 71-71 1 
ومنه dx‏ پل سب با Hg‏ 
3-ب-استنتاج إتجاه تغير (,۲) 
ندرس إشارة الفرگ ہما 
1 11-۳1 1 
ع - 1 - يك pg‏ ديو 
x‏ بل علا 2 


بوضع 7 = م نجد من السؤال (2-) أن: 

1 7+1 1 1 

عع جع موت | - 
2 5 


mt 1 n 
4 ومنه:‎ 
1 1 1 n+1 1 1 1 
ام د نس مس ارت بحي‎ 
1 7+1 n+1 n x n+1 21 
٠ 5 = کے ا‎ 
0 < Vn+1 - Vn Z n(n+1) ك‎ 
۷+1 - ,رنة‎ > 0  هنمو‎ 


أي: المتتالية (س) متناقصة 
4-تبيان أن (,ت«) متقاربة 


يما أن (بت) متتالية متناقصة ومحدودة من الأسفل 


lim vp, =Y 
دب و2‎ 00 
1110 حساب ,بل‎ 
1۲+ مه‎ 
vp = ug — Inn لدینا‎ 
un = ومنه ۲187 با‎ 
ومنه‎ 


1 = lim 9, +۶ 
„iM, n n++eo 
lim بر‎ =Y ولدينا‎ 
24+ 
lim Inn = + و مه‎ 
[++ 


lim u, = + مه‎ 
ب‎ +0 


م 


422 


الإسم على اليوتيوب: مواضيع مقترحة فى الریاضرا- . 
سم 7 يو لايك لار 
1-لتكن المتتالية الحسابية (یرن) المعرفة و , 
الق في لا 
Vg > 15 2 < 3‏ 
1-أ-غين أساس المتتالية (un)‏ وحدها الأول رر , 
عبارة الحد العام ت بدلالة 7.حدد إتجاه تغير 7 
1-ب-بين وجود ستة حدود متعاقبة من المتتالية ( 0 
مجموعها يساوي 2016,عين الحد الأول مني " 
2-لتكن المتتالية العددية (بربه) المعرفة في "| بحدى 
العام ,,11: حم 8 20-1 كك 


v 
un = vn — In ) 


Urn+1 
راا‎ 2-1, 
ب-نضع: 2( 1 = مر بين آن:‎ 2 
wı + و‎ + wg ۰۰۰4 wp = —In(2n + 1) 
3-باستعمال النتائج السايقة أحسب بدلالة 7 المجمرع‎ 
5 = 1 + برک حیت: بريه +۰۰۰ + ولا + ولا‎ 


كير الحل 


1-أ-تعيين الاساس ۰ للمتتالية (,«) 


n 2  عم‎ vp = وتا‎ + (n - (۳ 
وا = وا‎ + )8 - 2(7 


۰ م6 + 3 = 15 
وقنه 522 
حساب الكد الأول 
v1 + 1‏ = و۷ 
ومنه 2 3 = 1ب v2‏ - ۷ 
ومنه 1 ا 
تحدید عبارة الحد العام 
لدینا 


(n — 1(«‏ وتا = n‏ 
n = AEA - 2‏ 
m2n 2+ 1‏ 
27-1 ح را 
-تحدید اتجاه تغير المتتالية (,,20ة) 

بما أن (روج) متتالية حسابية وأساسها 0 
فإنها متزايدة تماما على *[۸ 


د و ۲5 


مه الل _ متتاليات مقترحة 
زب-تبیان وجود سته حدود متعاقبة من (,,ن) 
بیموعها يساوي 2016 

يما آن(,«)متتالية حسابية ولیکن الحد الأول من 


= (Inv, — In vy) + (Inv = 111173( + **' 
+ (In vq - 111 q+) 
7, 0 
3 1+ورا‎ 
1 ۳ منه د‎ 
Ing) < ۱0 1 - ۱۸027 + 1( و‎ 
Wı + wy + ۰۰. + wy, = -2 1( 


Inv, - (یبم۱۳)۲‎ = In( 


© لسته‎ 
a + (a +r) + (a + 2r) + (a + 3r) 
+ (a + 4r) + (a + 5r) 


6 = 
م یرس سر 
۲ 6 = 
ا (15)2- e IS‏ کب وک رھ ٣-4‏ و و ج اک وک 
9 2016-0 لدينا ) ۹ ln =v -1n(‏ 
رن م عدي i‏ اند 
a 1 /‏ و )= Wr‏ 


یمکن التحقق بتعويض قيمة © 
(331+6) + )4 + 331+ )2 + 331( + 331 
10 + 331( + )8 + 331( + 
1 + 339 + 337 + 336 + 331 + 331 = 
6 = 
رمنه يوجد 6 حدود متتابعة للمتتالية“( س مجموعها 


U = و9‎ - W1 ومنه‎ 
Ua = Va ¬ W2 


Un = Vn - Wn 


ساوي 2016 حيث الحد الأول منها هو331 © | أي بالجمع نجد: 

TL NS‏ ا - (vı + Ww) + (va = Wa) + ۰.۰ + (uy‏ = یک 
2۔التحقق أن: (س) ها - ,رن = بر ا ا ا ا 
سر و ےی 

Sp = Vy + Da + ۰۰۰ + Up 5 لینا: 1 - 27 = يرنه‎ 


( + ۰ + و۷۷ 4 (wı‏ ع 1 ۴ 
حل 5: مجموع حدود متتابعة لمتتالية حسابیه 
بت ۰.۰.4 + وت + 171 = وى 
1+1- 
منه 20 + 1( 2 = 31 0 
n^‏ گے( = ]1= S1 = [Fan‏ 


271-1 
سا‎ = 2n -1- 1n): 
Vn+-1 = 27 +1 


۳ ۰ 1 
ومنه نجد أن - 8 - vq‏ = يرلا 


به تبيان أن: 


(281) هات MF HW Hr Wa‏ م جيك تور 
لدينا 21-1 با — ومنه نجد ] )1+ 10)028-] - n = n“‏ 
. و Sb‏ أي )1 4 Sq = n +In(2n‏ 
ع[ ۰۰ 12 5 5 
بط آن: 7 N?‏ حنيايا توا ے5 2 lim 6 Î‏ 
In (&) #9‏ = وس ))1 + i n, (r + Inn‏ 
- ره 
3 
3 بت 
In 5‏ 5 ۷3 
توب ؛ مواضيع مقترحة في الرياضيات في المتتاليات ليكالوريا 
الأسم خاكا 0٠00‏ 2017 (ع + راث ارقم 7 
با Wn = In‏ زعت المتتالية () المعرفة على ل ب: 
+1 -دعدڊر 


(20-1م 27م ت Uq‏ | 
۳ 2 ا 2 هن سبة بطلب تعیین ساسها 
1-اسبيّن أن (u)‏ متتالية وي ی 
و حدها الأول ملا ال 
ب-أكتب بدلالة وز بحي 
FU‏ ,1 + ولا = يرد 


۰ ۲.۳/۳۳ oo, 


المع ره 
FW,‏ ۰۰۰ + ولا + Wi ۰۳ Wa‏ 


2 72 71 ب 
n4‏ 0 + ... د )2( + ۵ 10 < 
إفزه. v3‏ 22 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
ج-استنتج المجموع رک حيث: 
Sn = So + S1 + +S, 5‏ 
منکن المتتالية (رس) المعرفة على لا ب: 
Sn + 72‏ = بط 


2-ا-اكتب ن بدلالة , 9 
2ب‌احسب بدلالة ,المجموع An‏ د 
1 کے 
Te EE‏ جدك 2 
1 1 


2-ج‌احسب ۸ . 


تكن المتتالية زر المعرفة . +N‏ 
,)11 = 
3-اسبيّن أنّ المتتالية(س) متا حسابية ثم أحسب 
,18 حيث: 34 By, = Wo + W1 h*‏ 
3ب ستنتج أنه هر أجل كل عدد طبيعي ور فإن: 


۳ << ۷ کی X‏ وتا ا vo‏ 


کم “الحلا 
1-أ-بيان أن (,ء1) متتالية هندستية: 
(,رلة) متتالية هندسية إذا وفقط إذا كان 


Un+1 >‏ 7 
لدينا (2-1ي 22۳ له : 
ومنه عم _ كم تس 7 
8 شي = 21م _ 22ج = n1‏ 
2n‏ 
کک الوق اوم ے 

2 "ع | 2م = 
(2-2م تک اج ) 2ج بهنت 
(1-)2م ۳ شوت = 

ولدينا (1-:206م — 62۳ = u,‏ 
ومنه وا7 = وب 
دمنه (يرره) متتالية هندسية أساسها 2 = و 
حساب الحد الأول to‏ 
(2)00-1م - e20‏ = ربو 
2ع ج ام نس 
سس سیک ۳1 وق 
1-ب-كتابة مك بدلالة ور 
با آن مك عدارة عن مجموع لحدود متتابعة لمتتالية 
هندسية ديا 2 
فا رل و - و رو 
وهنه (ad‏ 4 
6-1 11 
1- 2*1 
2 
سید( 1-6) < رو 


ج 000002 


تسپ« 6-7 
Sn 5 24‏ 
(e -1(‏ 22 
1 2 3 9 2 
1~ 2 
g21+2-1 _ 02*2 1‏ 
لدينا: ق ود ا Sn‏ 
11 
بش هقی عبط _ 2 سیک و 
2ج € 
ومنه لدينا 2 - e20‏ = وک 
ج وت 2010م ۳۳ 5 
کے (2)2م سم 52 
جه )2م 3 
€ 
بالجمع طرفا لطرف نجد: 
۳1 ..... وى + وق = n‏ 
000 .د مد 2م + )200م = 
(اهد. : 2069م ... (201م 3 (2)0م 2 سل 


فان هي مجموغ حدود متتابعة اکا من 


2 أبناسها 
2 ڪڪ 
حدها الأول 1 - To‏ 
ومنه 
0( (1 - هب بو 
1- 62 ۲ 0-1 
1 2+2 


۳۳۳ 


2 1 

)و + + و۳ 
4 22-1 0 
8 سم 


n(n +1)‏ 
E‏ د 
3-ب-استنتاج من أجل كل عدد طبيعي ۾ أن: 
Dn = Vo < 201 X .....X Un > gn +n‏ 
لدينا aE‏ 
e2۳ = e‏ = پر ومته قط 
(v3 = ۳(3 = e‏ 
اوی ت س 26 Vn‏ 
Vpn €‏ بالضرب طرفا لطرف نجد 
(30-م + ... + (3)2 ى چا (3)1-م + (3)0م = ربك +01۲2 = Ug‏ ا..... X‏ وا X‏ ون Vo X‏ 
بأخذ 37-ج = رآ لدینا بم + ... + 3 + 2 + 1 + 0 هو مجموع متتالية | 


رمنه ,۸4 عبارة عن مجموع لجدود متتابعة لمتتالية حسابية وهو ,8 ۱ 
فنسية أساسها 3-م = "ي وحذها الأول 1 = و۸ ومنه 


5 71۳41 
د “رصيو کے .| ےھ .. ود | 
3-1-ج ۳۳۵ 1-1 (n?+n)‏ 8 ۱ 
1 7 ۳۳ 2 م ْ 
و 1 
سر لت 2( م) < 
بجا ر e‏ ومنه Jenîn‏ = بت 
1 چس 3ا3<م ۲ 5 ۳ ۹ 4 2 - 2 
تبت و ۲۱.۳ | <106. متتالية مقترحة رقم:32 
لدينا 0 -3(2+1-ج) نز لأن: 1 > 6-3 > اح 7 شیم مقترحة فى الرياضيات في المتتاليات 
۱ ۲ ص + بو الاسم على الیوتؤب؛ فواضیع مر ‏ یے ر 
وینه 1 5 0-1 زا گیکالوریا (عت+ر + تر )2019 رقم 1 
۵-3-1 3-1-م مه دج وو 9 نسنو بی اليا المعلم المتعامد المتجانس 
سس 7 المستوي منسوب ۷ 
.بیان أن المتتالية (,س) حسابية )0,1( نعتبر الدآلة ] المعرافة على المجال 
حى تكون س متتالية حسابية يجب أن يكون: ]مه + ;0] ب: - / ل 
Wn+1 7 Wp 7‏ ۰ المنحنى لممثل لها (A)‏ المستقيم دو 
بت 7 هو الاساس وليكن (,6) 


دلة عد = 


و و[ - 1و و[ = 
(n+ 1( ۱ 6 - 21‏ = 


512 78 
War - Wn > 1 ۳ 
7 متتالية حسابية أساسها‎ ۷ ۲ 
wo = 0 یی ول‎ 
wo = In وا‎ = 1 2 7 
Bn" 


إا مجموع لحدود متتابعة لمتتالية حسابية آساسها 
٣ "‏ رحدها الاول 0 = وس 


1 + 7 ووو یی ۱ ۳ 
اوعد و9 
(215) 


کم 


المتتالیات من الألف إلى الیاء 

۳ ۱ 7117 ۶ مر ابدة 3 ۱ 
2 سس 
]مه + :0] ثم بک - تب 
فان 1 > f)×(‏ > 0 
2-نعتبر المتتالية (,,,ه) المعرفة ب: 1 = وما ومن 
أجل کل عدد طبيعي «: بت = Un]‏ 
-علی الوثيقة المرفقة ۰ مثل على محور الفواصل 
الحدود را ,را ,را , وا دون حسابها مع إظهار 
خطوط التمثیل 
-ضع, تخمینا حول اتجاه تغير المتتالية (,,::) وتقاربها 
8غ هن بالتراجع أنه من أجل کل عدد طبيعي 7 . 

1 گرب > 0 

-بيّن أن المتتالية (») متناقصة . استنتج آنها متقاربة 
4-لتكن المتثالية (,۷) المعرفة من أجل كل عدد 
طبيعي م كمايلي: = Wp‏ 
4--أثبت أن المتتاليةٍ ( ,س متتالية حسابية يطلب 
إيجاد آساسها 7۰ وحدها الأول رس 
4-ب-اکتب عبارة ,س بدلاله(: ييثم.استنتج عبارة 
ا بدلالة م 
5-أحسب lim tn‏ 


م +ب+ب 


كي الحل / 


الل سح سس سس لتحي د 
1- تبیان أن الدالة ۶ متزايدة تماما على ]مه+ ,0]/ 


-لدينا الدالة م معرفة ومستمرة وقابلة للاشتقاق على 


]0, +٥0] المجال‎ 
_ 1)2x+1(-2)( _ 22+1-2* ع.‎ 
f) = )2+1(* (2+122 SN 


0< = (ب)' 
f'(#) (2x + 2 ۱‏ 
وفته الدالة f‏ متزايدة تماما على المجال +٥٥]‏ ,0] 
-استنتاج أنه إذا كان 1 > × > 0 


فان 1 > (د)م > 0 
لدينا 1 > × > 0 والدالة م متزايدة تماما 
۵۲+ :0] ص 


f(0) > f(x) > f(1) وت‎ 
O دحب د‎ 0 
۶0۵ > زج‎ 5 
0 22-1 
0 > f(x) > 1 ي‎ 


مدر" 


2- تمثيل الحدود 20 ؛ 111 ۰ ولا » وا 


03 04 08 058 07 08 8 


۳ از او 
جج ج 


-التخمين 
نلاحظ أن: Yû‏ > 1 > 2 > ولا 
ومنه المتتالية (Un)‏ تبدو متناقصه تماما ومتقاربة 
نحو فاصلة نقطة تقاطع ()) مع المستفیم (4) 
3- البرهان أن: 1 > u‏ > 0 

ط1: 

-نسمي (۸)م الخاصية "1 > ںا > 0" من أجل 
كل عدد طبيعي ‏ 

من أجل 0 = ۸ لدينا 1 = ود و 1 > 1 > 0 
أ1 > مد > 0 

“زمنه (0)م محفقة 

- تفرضن: آن ()م محققة من أجل 0 < ۸" 

يي 1 > #ده > 0 

- نب رهن صحه 17 + 02م أي 1 > وہہ > 0 
والدالة ۶ متزايَة تماما مستمرة على [0:1] 
دم (1)] > رمع ک (0) 


حيث 1 > ج = (1) كأ 0 < (7)0 
وبالتالي 1 > SFE)‏ 0 
ي Un+1 7 f (un)‏ 

ي 1 > يبرن > 0 


وبالتالي (1 + :)م محققة 

للن. 1 کت :0 من أجل کل يراع x‏ 

- نسمي ()م الخاصية 1 > بل > 0 ےر 
من أجل 0 = ور لدينا 1 = وید ء اي 1 > 1 5 
- نفرض أن ()م محفقة من أجل 0 < "^ 

ی 1 > ,له > 0 


وس ای 1 0 یک 


{216} 


۱ : الفضية 
ادا ام أي 1 > Un+ı‏ > 0 
یت 


ينامن فرضية الچ 


رنه 


1 
' 1 5-5 ربیبلا 5 0 


17> م > 0 ومنه ent‏ 

1 ,لا > 0 من أجل كل عدد طبيعي :7 
نيان أن المتتالية (برهه) متناقصة 

ل (1) متناقصة معناه 0 > ا ¬ 1با 


۳ 1 20 
لا + Un‏ - 21 _ 
۳ 1+ لام 
215 
ب 1 2il‏ 
سبق أن 1 > ,ره > 0 
2un +1 < 0 ۱‏ 
انر ا > 0 وومنه 0 > 5- 
ا ر کے 
ان Un+1 7 n‏ 
1 و متناقصة 
7 14 ۵ (11) متقاربة 
6 متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد 0 


Un =‏ - وبا 


Un+1 - Up = 


متتاليات مقترحة 
8 اثبات أن ( ,۷) متتالية حسابية مع تعيين 
أساسها ۽ وحدها الأول ب 


لدينا ۷ 
= بل 

Wn)‏ حابي 
ا ( ۆ Wry = Wn FT‏ 
ناسوت إلا 

uy -‏ 7 0+1 
ومنه ل ب 2۸ _ 2+1 

Wn+1 7 Un Un Un 
E منه‎ 


Wn+1 7 Wn + 2‏ 
يا حسابية اساسها2 = ۲وحدها 
١‏ ۳ 1 
ولوس 1 === 2 = Wo‏ 
4-ب- كتابة عبارة ,س 5 n‏ 


لدينا: ۴( -) + Wp = Wp‏ مع ب < 71 


1 1+71 5 
5- حسائب نهاية Un‏ 
__ مسج 


li 0‏ 1 م u lim‏ ار 
وم او جوا سم ۰۳ 


وفته 0 - ۰ "5 


7. متتالية مقترجه قم:33 


حة في الرياضيات في المتتالیات لیکالوربا 
بسك N rah‏ 13 


1-نعرف الدالة العددية م على المجال [ 14] 
بالعبارة 


۶۵ - +2 

x‏ 2 > لسو لب 

و ‏ ترت 0 
المتجانس (0:1:7) 

۳ لس تجا غر الدالة ۶ على المجال [4 :1] ثم 


ل 
ا سين (رع) والمستقيم (4) الذي 


معادلته ہر = بر في نفس | 


“ثاربة نحو نهاية | 
چچ 2111 


المتتاليات من الألف إلى الياء 

2-نعتبر المتتالية العددية (,,::) المعرفة على لا 
بحدها الأول 4 = ولا و (ہu) f‏ = يبيبلا 
2-]-احسب ربا و وله 

2-ب-بإستعمال المنحنی (6)و المستقیم (۵)مثل 


الحدود U2, U1, Uo‏ على هحول الفواصل ۳ 
1-ج. اعط تخمين حول اتجاه و تقارب المتتالية 


(un) 
3-أسبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸: ۷2 < ا‎ 
3-ب-أدرس اتجاه تغير المتتالية (») واستنتج أنها‎ 
متقارابة ثم أحسب نهايتها‎ 
:« 4-ا-بويكن.أنته من أجل كل عدد طبيعي‎ 
1 1 1 
+1 - ۷2 = > (n -/2( + جر‎ 
4-ب-برهن أنه تمن أجل كل عدد طبيعي ۸ ؛‎ 
1 
0 > يبيبلا‎ ~A >) ¬ ¥2) 
4-ج-استنتج أن:‎ 
1 11 
0 > +2 > (5) )4 -/2( 


4-د-احسب مرة أخرى نهاية المتتالية (uA)‏ 


كور الحل 1 


1-أ-دراسة اتجاه تغير الدالة f‏ على المجال [4 :1]/ 


-الدالة م قابلة للاشتقاق على المجال [4 :1] ودالتها 
المشتقة : 


ندرس إشارة (2) '/ 
0 = () ۶ معناه: 0 = (حّ -2)1 


2 
أن بدا 

2-2 
ومنه 0= چد 
آي =2 2 
أي = x2‏ 


ومنه الدالة م متناقصة على المج 
ومتزايدة على المجال ]4 :۷2 


3 
3 


1-ب-انشاء المنحنی (,6) و (۸) 


۱ 


2-[-حساب ييه و ينه 


وس 2 - )۴ =( = و 
۰ 3 
= (2) ۶ = ۶6 = يه 


2-ب-باستعمال المتجنى (0) والمستقيم (۵): 


2-ب-باستعمال المنني (,0) والمستقيم (4): __ 
تمثيل الحدود ام جلى محور الفواصل 


حيث 4 = 1 


و 
۰ 


ري إعطاء تخمين حول اتجاه وتقارب 
إمتتالية(,,/ة) 
< صصص ج یریس سب 
التخمين: 558 
ما أن o‏ 4 161 > ولا فإن المتتالية (tn)‏ متناقصة 
لها وتتقاربة نحو فاصلة نقطة تقاطع ()) مع () 
أي نحو 1/2 
OT FETT‏ سي o‏ 
.ا-البرهان أنه من أجل كل عدد طبيعي ور: 

Un 2 ۷2‏ 
ی ا 
م البرهان علی ذلك باستسال البر هان بالتراجع: 
نمي () م الکلوهیه ۷2 > un‏ 
من اجل 0 = ۸ لدیتا: 2 < 4 = 0 ومنه (0) م 
نفرض أن (۸) م محققة أي/۷2 < ,ا ونبرهن 
صحة (1 + )2 أي ۷2 < ا 
بكفي أن نبرهن أن: 0 < ۷2 - ميمت 
رمنه 2 (ے + ,ردد) << ۷2 

11 


1 4 + 2 
» 


7 Un 
1 1 — 212 + 2 
= مس ڪڪ‎ 
(un ج‎ 2) 
2 


لدينا من الفرضية ۷2 < ا 

¢ 0< لا 

(un 2) > 0 زمنه‎ 
2un 7” 

n+ - 1/2 > 0 ن‎ 

Un+1 2 ¥2 لله‎ 


1(4 + )م محققة 
زهره الخاصية (7)0 صحيحة 
#بسراسة اتجا تفر المنتالية :م 
“رس إشارة الفرق ,رلا - وبیرلا 
2 1 
Uy = < + =) - ۷‏ - 1جيجكا 
`" 2۷ 
u2 +2‏ / 1 
دع | تک | = 
tn‏ 2۱ 


_ 2-5 


2111 - 
لمنا-2ل) (رجول) 5 


اذن 0 > ,را - ۷2 
إذن: 0 > لجل ۷2) به + 2ل ) 

2111 ١ 
Un+1 7 Hn >0 
اي: المثتالية (بدا) متناقصة‎ 
استنتاج أن (,,:ة) متقاربة:‎ 
٩/2 بما أن (,::) متناقصة ومحدودة من الاسفل بالعدد‎ 
1 (لأن ت > ۷2 ) فهي متقارية نحو نهایتها‎ 
11111 1 حساب‎ 

n+ 

بما أن (,») متتالية متقاربة فإن: 


lim U, = lim Un+ = 1 
nato ۲۱-۰4 


من + 
نضرب في (2) نجد 
ا 
ومنه 0 2 
9 0 < 2 - 2] 
أي ت[ 
9 7 
افآ ۲ أو ۱ 
I‏ 


2- = | مرافوض لأن"2/ < يبلا 
إذن: ‏ 2۷2 بش 


سس رون 
يكفي أن نبرهن آن: 
: 1 
وين ره 
Un 0/9‏ 
ومنه 1 2١‏ 1 
وک( رم عن + مج 
Un 1/2‏ 7 1 1 1 
1ك E‏ 
Un 2‏ 5 


0 Da 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
4-ب-البرهان أنه من أجل كل عدد طبيعي :1: 
1 
Un+1 - ۷2 > 2 (n -1/2(‏ ک 0 


إثبات أن: ۷2 - رہ > 0 
لدينا: من البرهان بالتراجع السابق: 


Un+1 < ۷2‏ ومنه 0 > ¥2 - un+1‏ 
أثبات أن: (۷/2 - Un+1 - ۷2 > (un‏ 
1 
(u, - ¥2) 1‏ > - ۷2 - بولا 
2-2 - (ے + ,)ل - 
Un i 2 r‏ 23 
1 1_ 
1/2 ` 
(من نتائج سوال (24) 


لکن لدينا: ۷/2 < يه مه 0 > = ے 
ومنه (1/2- ہں) د > 2بی 
إذن في الأخير نستنتج أن: 
V2 > > (un -1/2(‏ - يبرن يب 
4-ج استنتاج أن: ِ, 
(2-ه) (2) > 0,۷2 1 


لدينا مما سبق: (۷2 - )ج ک 2/د- وبیبله > 0 
ومنه 


۰ 


1۲ < 0 


(1/2- وله) < > ۷2 - ين > 0 
(1/2- ولا) < > ۷2 - u‏ > 0 


n=1 


4-1 2 هو (1/2- 2-1 > 1/2- و :> 0 
بالضرب العمودي طرفا لطرف مع الاختزال نجد؛ 
9 
(1/2- 4) (2) > ۷2 - ين > 0 


lim u, 5-حساب‎ 


من + ب 11 


لدینا مما سبق 
10 
(4-1/2) (2) > 1/2- يه > 0 
۱ _ 1 ۱ ۱ 1 
= ی رن جع ی 
ومنه حسب مبرهنة الحصر نجد آن: 
lim (u, = ¥2) =0‏ 
و نر 


lim U, = 1/2 ومنه‎ 
1¬ + من‎ 


1 


.108 . متتالية 


مقترحة رقم:74 


الإسم على البوتبوب: مواضيع مقترحة في الرياضيات في المتتاليات ر 
(ع ت۲ر+ت ر) رقم 11 : 


016 
م دالة عددية معرفة على المجال ]مه+ :0] بالعبارة. 
f) = ۷ + 2‏ 1 

(م6) منحناها البياني الممثل في معلم متعامد 
ومتجانس ([,0.1) ۳ 
1-ا-ادرس اتجاه تغير الدالة ثم شکل جدول 


تغیر اتها, ۱ ۱ 
1-ب-ارسم (CF)‏ والمستقيم (A)‏ دو المعادلة ¥ y=‏ 
في المعلم السابق 


2-لتكن المتتالية العددية (بببه) المعرفة على |8 ر. 
3 = ملا 3 Un+1 = f (Un)‏ 

2-أ-أنشئ لئ محور الفواصل الحدود ‘U ‘o‏ 
وب دون حسابها 
2-ب-ضع تخمینا لاتجاه تغیر وتقارب المتتالية (,ن) 
2-جبرهن بالتراجع انه من اجل کل عدد طبيعي ‏ 
فان: 4 > بل > 0 
2-د-بيّن آن المتتالية متزايدة (ں) ماذا تستنتج ؟ 
3-اسبين أنه من أجل كل عدد طبيعي ۾ فان؛ 

1 

ا4 - یلام > لك + وتهيينة| 
بویب-استنتج انه من أجل كل عدد طبيعي ۾ فإن: 
۳ 1 
qr‏ >< |4 سس lin‏ 


3-جہاستنته نهاية المتتالية (ي,) 


سا هه 
کي الحل 

1--دراسة اتجاه الْتَغيلٌ 

الدالة ‏ قابلة للاشتقاق على ]مه+ :0] ودالتها 

٠ المكرتقة‎ 


1 
2-+21/22 3 9 
لدينا 0 < (ر) ‏ ومنه الدالة م مثل/يئة تماما على 
]00+ ;0[ 
جدول تغیرات 


f(0) = 3 


im f (x) = + 


#220} 


ة الفضية 


فرض أن ا 
ا 9 (7)71 محققة أي ا < .ب من أجل 


ونبرهن صحة 

ا 0 )1 + )س أي Un+2 2 Un+1‏ 
ات لقرطبية Un+1 2 Un‏ 

والدالة f‏ متزايدة هاا فإنه 


f (unr) > f (un) ۳ 
f (unr) = Un+2 ولدينا‎ 1 
fuat ل‎ 7 
U42 2 Un+1 و‎ 1 
وزمنة (1 + )7 محققة‎ 1 
اي < ېا‎ 

Un+1 7 Ur 2 0 ماد‎ 


أي (يري) متتالية متزايدة تماما على لا 
طريقة 2 :للبرهان على أن (,ربه) متزايدة يكفي أن 


7.أ.إنشاء الحدود و4 , 16 , 112 بالضرب في بالمرافق 
+ ۳ 2 1د 
في المعلم السابق a EEE EH‏ يبوت ورين 
7 ضع ت ۳ ty + 12 + un‏ 
تسوضع تخمین_._ ‏ . مل اہ لے إن 
لاحظ أن رب > ر > من أي المتتالية ( تلع | 2 الا 
متزايدة تماما وتتقارب نحو فاصلة نقطة تقاطع (م0)) ليا 4 > لا > 0 
| وهذه 4 > 12+ Ju,‏ > 21/3 


(Bı 

2ج البرهان بالتراجع أن 4 > ,> > 0 

سمي (7)2 الخاصية 4 > يرنه > 0 

من أجل 0 = و لدينا 3 = وب و 4 > 3 > 0 

رمنه (0)م محققة 

قرض أن (:) ور محققة من أجل 0 < ۸ 

أي 4 ع لا > 0 

رزبرهن صحة (1 + 2)م أي 4 > يبيبلة > 0 

نا من الفرضية 4 > u‏ > 0 

لينا الدالة م مستمرة ومتزايدة تماما على [ 0,4] 
ننه f(u,) > f(4)‏ > (0) / 

5 4 > وبیلا > 212 

۱ 54 وبولا > 0 
ی (1 + )7 محفقة 

- 4 > ,به > 0 من أجل كل عدد طبيعي ^ 
کی ہک وھ کے الي چ 


OSun > 4 24 

بالجتتع نج 12 + بدا + لا > 0 

ندرس إشنازة البسط أي إشارة 12 + Uy,‏ + لا 
A= 9 ۰‏ 


ومته 0 < 12 + بر + یسم عق المجال [0:4] 
مه ۱ ) متتالية متزايدة على [4 :0] 
الاستنتاج: بما أن المتتالية (tn)‏ متز ایدة ومحدودة 
من الأعلى بالعدد 4 فهي متقاربة نحل تهايتها | 


3-ا-تبيان أن |4 - بل > 4۱ - بجا 


لدينا: 
uy, + 12 - 4 x a 4‏ = 4 - وبیرلا 


تیان أن السقالية هم میگ | 4 ۳ 

ی متزايدة معناه 0 < پرلة - جا ومنه: بشم = |4 - يبنا 
رئ م ٠‏ بل < وجلا لحلل د قد 
۰ 1:نبرهن على ذلك بالتراجع: E STF‏ 1+ 


أ ()و الخاصدة 
من | م الخاصية ا < ربا 
جل 0 > ۾ لدينا 3 - وید و 12 + ونال = ولا 


3 
2 اي وید 00 (0) سس 
س ۷ ارون سک :۲۲۲۲۲۲۰۰۱ 


"۳ 
السلسلة | 


ولدینا 4 > ہن > 0 من البرهان بالتراجع ۱ 7 أ از 7 


فان 
ومنه 


4< Jun +12 +4 <8 
1 1 1 


<><» > 
Jun+12+4 - 4‏ 8 
lun - 4| > 0‏ 
Te‏ ے ہے لے 
ومنه نجد:| 4 - ۾ ۾ ک بوجي 


ا ا ی س 
3-ب-استنتاج أنه من أجل ا ع  «‏ > |4 - | 
اتويت المت اك ماميماة : امعط سه 


1 

n+ - 4| > - 4| لدیثام/.‎ 

ومنه م 
1 

luı - 4| > 7u - 4 ,/ n=0 
1 

luz - 4| > r4) 71-1 
1 . 

7-7-1 |4 - ےہاک |4 - ہا 


1-+11-1 1 
luo -4 |‏ (2) > اه نت 
1 


3-جإستنتاج نهاية المتتالية (,,/) 

لدينا: من نتائج السؤال (3-أ) نجد : 

1 

lun - 4| = جر‎ 

1\7 1۳ 

۱ () > 4 - به > 6 
و ان 1 

-1 > 2 > 1 لان‎ i )2( - 0  انیدلو‎ 

ومنه حسب مبرهنه الحصر فانه 


إذن 


0 = |4 - ببلا| lim‏ 
مع بم 
ومنه ۰ 0-|4-]|أي 4 =1 
إذن: 4 = lim Uu,‏ 
0 +ب1ر 


.9 . متتالية مقترحة رقم:35 


الإسم على اليوتيوب: مواضيع مقترحة في الرياضيات في المتتاليات لبا 

۰۰ 2017 (عت+ر+تر)رقم و £ 
(م6) المقابل هو التمثیل البياني للدالة ‏ المعرفة على 
المجال ]00+ ر0] ب: سس = f(x»)‏ 
() و (4) مستقیم ذو المعادلة بو = بر 


(ھ) ا | 


> أنه 


1-بقراءة بيانية شكل جدول تغيرات الدالة f‏ 

2-بين أنه إذا كان [1:1/3] © ع 

فان [1:1/3] € (٭) f‏ 

3-(») المتتالية العددية المعرفة على لا[ بحدها 

الأول 1 = وبه ومن أجل كل عدد طبيعي ۾» 
f (Un)‏ = وجيبلا 

3- أ-باستعمال المنحنى (6) والمستقيم (4) مثل 

الحدود ما ,ون ,ر على محور الفواصل دون حسابيا 

مبرزا خطوط التمثيل 

3“ب-ضع تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية (م؛) 

وتقاربها 

3ج رهن بالتراجع أنه من اجل کل عدد طبيعي» 

1 > 14 > 3 

3-دبین أنه مق اجل کل عدد طبيعي 7: 


| سب -2) یه 


بو 
تم استنتج اتجاه تغير المتتالية 40 
4-(,:ة) المتتالية العددية المكرفة على ل١‏ كما يلي: 

2 
0 
كب > ا 
ما مه 

أ-برهن أن (,) متتالية هندسية يطلب عيب 
وحدها الأول 
ب-أكتب كل من ,تا و ا بدلالة 71 
ج-أحسب ولا 5زا : عاذا تستنتج ؟ 


مب ++ [1 


ح يرلا < وبيرلا ) 


٤ 4222} 


رة الفضية متتاليات مقترحة 
۱ بع الحل نفرض صحة الخاصية (:)7 من أجل كل عدد 
طبيعي ,رونبرهن صحة(1 + )7 
أي نبرهن۷3 > رہن > 1 
لدينا ۷3 > ,رنه > 1 

ويما آن الدالة م متزايدة على المجال [۷3 :1] 
فإنه: (3/)] > ربج > 0۲ 

یذ دی > Un+1‏ 
اب کے | زیی مت 
زالبرها أن إذايكان ۷3 > × > 1 فان: اي (1 + p(n‏ مه 

f() > 3 7‏ > 1 إذن ۷3 > ,ريه > 1 من أجل کل عدد طبيعي ۸ 

إينا ۷3 > بر > 1 ورالدالة م مستمرة ومتزايدة على را هل 
بل [1:۷3] < 3-د-تبيان أن: + 
بن (3/)] > ۶6۵ fS‏ مضه 


2(1) 2 


مب( الحو وچ 1۳۵ | اھ چم 


Un+1 7 Up = 


لاحظ أن المقام موجه يكفي دراسة إشارة البسط 


لدينا 0< بص 1)......./1( 


۳ 3 برلا 1۳5 

ومنه 2 > ۶+ 551 ۷2 

وة وب 2-> 2 +1 (EAA‏ -2 
ومنه 0< u2‏ +1 -2 < ۷2 - 2(.....2) 


منه من (1)و (2)نجد ان: 0 2 « - ی 
أي (un)‏ متتالية متزايدة على لا 
الا ل ربرب HETE E FE E FR‏ ی 
4-أ-البرهان أن (,«) هندسية مع تحديد أساسها 


oy‏ کی کت 
تين حول اتجاه تغیں (باه) واا لاس 


7 ليه (برنه) تبدو متزايدة ومتقاربة نحو فاصلة ذ وو حت چیه حصي 

)مع (a)‏ و ان ل 
ا کے 

“+ البرهان بالتراجع لينا ریو < ۸+1 

1 رک رت 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


ومنه: 


2 4 = 
ومن7(/,ر) عنتالية هندسية اساسها 4 = 4 
حساب 70]: 

N.‏ لا 


0 3-2 3 2 


4-ب-كتابة كل من ,بل وا بر بدلالة 11 


كتابة ص 
1 د 2 575 1 
لدینا (,نة) متتالية هندسية اساسا ۷و 2 < و 
ومنه ۳ << Vn‏ 
1 
عبارة ,يه 7 
لدینا - 
د قرو 9 
ومنه 0 = )1 + (vq‏ قلا - ,30 
ومنه ست ے 2و 
(1+يرنة) 5 
۱ 23| - 
ي vn+1‏ ا 
1 
Un > Tyny1‏ 
2 
4جحساب u,‏ 11111 
0 
3 
41 
[im |] ۷3‏ = 5 
ا n +e‏ 9 
لدينا ے "302 3)4 
ید" 110 < سبقد 


1 11 
۲ 00+ بر 41~ 
(يكفي ان نضع × و 0 1+2 60+ ور 


منه 
و ۷/3 = lim, tn‏ 


5 فوا 
الاستنتاج: (tn)‏ متقاربة نحو 3 


السلسلة الفط 


012 


الاسم على اليوتيوب: مواضيع مقترحة في الریاضیات في المتالیات رار 
7۹ (ع ت*ر+ت ر) رقم 1 5 


[-] دالة عددية معرفة على :]00+ ۳ 
f(x) = 2+ ۷-2‏ 
2-ادرس إشارة × - (×) f‏ وفسر النتيجة بیانیا 
3-انطلاقا من التمثیل البياني للدالة الجذر التربيعي 
1- لتكن المتتالية (,,/ة) و (,ت) معرفتین من أجل 
كل عدد طبيعي ۸ ب: 
5 4 19 


ج | و 
Vn+1 > f (vn) Un+1 = f (un)‏ 
1- مثل الحدود الثلاثة الأولى لكل متتالية على محرر 


2018 


الفواصل 
2- ضع تخمین حول اتجاه تغیر المتتاليتين (ں) و 
(ببا) وتقاربهما 


3-برهن بالتراجع أنه من أجل کل عدد طبيعي ۾ آن: 
3 > ين > دو 5 > برل > 3 
4- استنتج اتجاه تغير المتتالية (برنة) و (ين) 
5- بين أنه من أجل کل عدد طبيعي ۾ فإن: 

2 
ر Vn+1 7 Un+1 > — (op = Un)‏ 
6- اتتتنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي ۾ فإن: 

۶ 71-1 2 
و( > م - ير > 0 
1 وو ١ه‏ ان NENN of mia‏ 
7- احسب ( ر (n‏ سنا ثم | ج أن المتتالیدان 
(un)‏ و (,,نة) متجاورتان 
8-عين lim u,‏ و lin û,‏ 
LS) 1-00‏ 

ن 

كع الحل 


1-1-تعيين اتجاه تغير الدالة ۶ 


الدالة م تقبل الاشتقاق على المجال ]00+ 2 
ملاحظة ( أخذنا المجال مفتوح في هذه الحالة لان 


المجال متعلق بالمشتقة ) 
رم 
(fF) = 2f‏ 
سح = ()"] نجل 


۷-2 
بما آن الجذر موجب اذن: 0 < (62*] 


]60+ 2[ ومنه ‏ متزايدة تماما على 
سے | یجان وین تا 


اة الفضی ۱ متتاليات مقترحة 
ب2 دراسة إشارة × - (2)/ وتفسير النتيجة إذن: نقوم برسم منحنى (Cr)‏ انطلاقا من منحی الدالة 
: جذر ۷4 + × بانسحاب شعاعه 10 


سیا اا 
إفارة × - ()] على المجال ]00+ ;2] 
f(0) =x =2 + ۷-2-۷ ١‏ 
x -2- x +2‏ = 
x - 2 - )×-2(‏ = 
پاستخدام المرافق نجد: 
سو - لسع تست ro,‏ 
[(2-م) + 2 - [Vx‏ 
بعلم أن: 5 2ه = (ط + ©)(ط ¬ (a‏ 
2 
ات = ×( 
0< (2 - ) + 2 يوذ “على المجل ] + :2[ 
ما أن المقام موجب إذن: اشُارَة الفرق × - (2) f‏ 
من إشارة البسط 
إثن؛ نحل المعادلة: 0 = 2(2 کے ) + (2 - ×) 
0 = [(2 - ) - 2(]1/- :3) 
)x = 2()3 = ×( = 0‏ 


ولا سر 


[[-2-التخمین: 


نلاحظ أن را > ينا > ولا 8 ۱ ۲ 
تبدو المتتالية (,,:) متزايدة ومتقاربة نحو فاصلة 
نقطلة تقاطع (6) والمنصف الأول 
تکاچظ‌ان وت < و < و ے ےہ 
تبدو المئثالية (un)‏ متناقصة ومتقاربه نحو فاصلة 
نقطة تقاكفع“(0) والمنصف الأول 
> 5 
1[-3-البرهان پالتراجع:3 > ,با ک 2 
1 5 
نسمي p(n)‏ وسین كع کو 
من اجل 0 - 11 لدينا > و1۷ 
5 | محققة 
و3 > - و ک 2 ی 9۳7 ۲ ١‏ 
أن ()م محققة أي: 3 كيرا ک ر 


ونفرض + 
ونيرهن صحة (1 +807 ي | 


لدینا في الافتراض أن: 3 ک ہلا >> 
والدالة م مستمرة ومتزايدة تماما على المجال 3 


f () > fun) > f(3) 


"3>انطلاقا من التمثيل البياني للدالة جذر التربيعي ؛ 


ااا ہے ی 


رر 2-#/ +2 =( 
لقاعدة في حالة دالة مكتوبة من الشكل: 
ار +b‏ م -ع)م = )9 0 ل 
۳۲ (م6) انطلاقا من منحنى الدالة الجذرية 

مس شاه( 7 


إذن 
2 5 
Snr > 3‏ +2 5 2 

ومنه (1 + )م محققة 


5 
إذن: 3 لا - 2 


)225( 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


البرهان بالتراجع أن: 5 > بر ک 3 
نسمي ()م: 5 > ما ک 3 
من أجل 0 = 7 لدینا: 4 = و۷ 


5 > 4 > 3 ومنه (7)0 محفقة 
نفرض آن: ()م محققة أي 5 > بت > 3 
ونبرهن صحة (1 + 702 أي: 
n1 > 5‏ ک 3 
لدينا من الفرض 5 >> vp‏ < 3 
و#ألدالة ۶ متزايدة تماما على [ 5 ;3[ 
f(3) > f (vn) > f(5)‏ 
57 £ 2+3 > 1ب5 3 
ومنه (1 )م محققة 5 > ,را > 3 


3ل عهة E‏ مسح ےپ 
[[-4-استنتج اتجاه.تغيل المتتاليتان )»u(‏ ف (,۲) 


- 0 + 
استنتج اتجاه تغير (,به) 


2 =X 


ندرس إشارة الفرق: ا - 1+1 
Unf < Un = fu) Un‏ 
ولدینا من الجزء الأول: × سین على | 
أي 0 > Un+1 - Un‏ 
ومنه: (_:) متتالية متزايدة؟” 
استنتاج اتجاه تغير المتتالية (,مة) , 
5 > بره > 3 
ندرس إشارة الفرق: ,ا - 1+يتاآ 
با - Va+1 7 n = f (Vn)‏ 


ولدینا 0 > ۶ - (:)۶ على المجال [5 ;3] 


أي: 0 > متا - بون ومنه: (بن) متتالية متناقصة 


[[-5-تبيان أنه من أجل کل عدد طبيعي ‏ فإن: 


2 
Vn+1 7 Un+1 > 3 (n 2 n) 


(2 - بلال + 2( ¬ 2 - تال + 2 = وبرلا > وببظ 


= Jn ¬ 2¬ Jn — 2 
ونال‎ 2+ (m-2) 


ساس ين 


5 un -2+( un -2) 


إذن: (يبيهدت 


Vn+1 7T +1 > د‎ 3 - 


2 11-1 
0 > vn - u, > )2( 


ط 1: نستعمل البرهان بالتراجع: 
11-1 

نسمي (7)2 الخاصية 6 > را - با > 0 

من أجل 0 - لدینا ‏ 22 و 


اھ > - رن > 0 ومنه (0)م محققة 

تیان : )م محققة من أجل كل عد طبيعي ۱ 
1 

أي )> يرنه - يرنه > 0 ونبرهن صحة: 

أ 21 

0 > ركيم‎ fk, > Ê) يي‎ 

نضرب أطراف المتباينة فين 6 فنجد: 


0م 


8 2 2 
أي: 8 > (un - un)‏ < کر 0 
٤‏ ي 
ولدينا: Un)‏ ج 3 ک‌ P1 2 Un+1‏ ک 
۱ 7 
إذن: 6 > 1جيرلا - ong‏ < 0 


71-1 عدد 
7 إذن (2) > ده - ين > و من أجل كل 
ا n‏ 
Esil‏ بسا رس 2۷3 Û < n-1‏ 
01 ۷2 2 ط2- للبرهان أن: 0 زوس 3 2 
ومنه: ۱ 3 ,< 
لدينا: ( 1 - (Un‏ 3 ک لات يك 
2326 ۹ 


۱ إسلة الفضية متتاليات مقترحة 
بن أجل قيم 7 نجد: ومنه 3= lim u, = lim vy,‏ 


(ونا - (7o‏ ج ك 0+1 - بو > 0 


(ولا - و60 2 > وه - ون > 0 111 يه مقترحه رقم:37 


الإسم على اليوتيوب: مواضیع مقترحة في الریاضیات في المتتالیات لبکالوریا 
(1 ¬1 3 > وله - وم > 0 9 (عت+ر تر) رقم 8 


نعتبر الدالة م المعرفة على المجال +٠]‏ :2-]ب: 
2 + يرل + 2- = f(x)‏ 
2 6) تمثیلها البیانی كما فى ال 
Un — Un < < (n-1 -‏ < 0 )۶ تمذيلها ياتي خما دي لشکل . 
بضرب أطرّاف المتراجحة طرفا الى طرف ثم 


الاختزال نجد .ي 
نجد زملة - ون u5 E)"‏ - لا ک 0 


5 / 
4-2 (ج) > ««ح بت > 0 


-حساب (,رلة - س) :95 ثم استنتاج أن 


المتتاليتين (/ة) و (يرتة) متجاورتان؛ 
صاب lim (vw, - u,)‏ , سس ET‏ ] ۱ 
Xî‏ مه +ب 1 (ب,ريه) متتالية عددية معرفة على لا ب: 2 = ما ومن 
لدينا (2) > من - يد > 0 أجل كل عدد طبيعي ۸: (برنة)/ = با 
2 1كأنقل_الثيكل على ورقة الاجابة ومثل الحدود 
0 1 > <- > 1 ۲ ۱ 
اق ملا ,رود وه على حامل محور الفواصل دون 
7 0 ید 6 7 حسابها ما -خطوط الرسم ثم ضع تخمينا حول اتجاه 
1-400 


إن ون گر الحصر): 0 = (Un - u n)‏ 1 ل تقارب المتتالية رهبد) 
ال 2 * بالتراد ائه أجل كل عدد طبيعي ۸: 


2رکا 9 > 1- 
م أن 8 متزايدة و (,ره) متناقصة 3-ادرس اتجاه تغير الكقتالية (/إب)؛ ثم أستنتج انها 
0=( - 0 لير متقاربة 
اثن:المتتاليتان (,ر) و د متجاورتان 4-عين عددا حقیقا ۸ من المجالٌ ]1 :10 بحیث 
امن فهما متقاربتان (1 + ,۷ < 1 + بل >,0 


: 5-استنتج أنه من أجل ۸ € ۸: 
81 تعيين: : lim tn‏ ق „lim vp‏ عست اه 


سے 60+ O<un+1<3 xk" n+‏ 
و (un)‏ و (بن) متجاورتان ان : تتقاربان تجو وعين u‏ اذا 


11-۳۵۵ 


به | يعني: | = وت ال = مت | وتكن المتتالية العددية (ن) المعرفة ب: ل € م 
نحل معا (2 + ع = ولا 
ر +2 
1 1-2 =1 1 1 < رز 
إن 1= 1-2 2+ بل ۹ > )2+ a‏ * 2+ 


]- 3 


تسا 33333 الس سويد 0 000 


227} 


السلسلة 

م ها ۰ 4 5 الفضية 

المتتاليات من الالف إلى الياء 222 زوس 2 1 
)2 بت Jug F2 F‏ 5 


un + 2 — u — 4 - 4, 


5 3 +2 + (u, + 2( 


-12 - 3u, - 2 
un F2 + (un + 2) 
-15 2 1 2 تحلیل‎ 
A= 9 4)-1()-2[( = 1 


۳ 3+1 e ۱ E 8 8 
na 2(-1) 2 ود > ا أن‎ > 


(Un + 1) (Un 2 2) 


کے لاك وى 2 
n t2 5 + 79 2‏ 1+1 
لدینا من البرهان بالتراجع أن 2 > ںا > 1- 


أي 2 + بدا > 2-1 
0(<1<un+Z‏ 

١ ۱‏ 5 2 وكذلك Un‏ > 1- 
تخمين اتجاه تغير وتقارب المتتالية[(,,,م) 0 > 1+ u,‏ 
نلاحظ أن ملا > ولا > ونا > ولا ومنه 0 >> Ung = U,‏ 
أي أن المتتالية (,,بة) متناقصة تماما وتتقاريجرنحو أي المتتالية (بببه) متناقصة تماما 
فاصلة نقطة تقاطع (6) والمستقیم (9) 7 استنتاج أنها متقاربة 
2-البرهان بالتراجع من أجل كل 8 ع ہہ أن بما أن (مب) متتالية متناقصة تماما ومحدودة من 
2 > لا 2 1- الاسفل بالعدد 1- لان: 2 > ,ريه > 1- 
نسمي (7)2 الخاصية 2 > له > 1- لش اي متقاربة نحو نهايتها | 
من أجل 0 = ۸ لدینا 2 = مه اي 2 > 22 1 #4 تعيين ۸ حيث (1 + 0 1 + وبري > 0 
وة ار )رز مه لدينا مُن؟البرهان بالتراجع أن 2> 1u‏ 
نفرض أن ()م محققة من أجل كل عدد طبيعي  «‏ | ومنه ع E i‏ 


ي 2 > به > 1-ونبرهن أن 1 : 
یا 2 < و وبر ن (1 + ) صحيحة ولاینا 1 + 1 مس = 
ی جر ورد لد 2 1 + یلا 


لدينا من الفرض 2 > ,نه > 1- )4+2+1 21 هيالو( - 2 + n‏ _ : 
4 > ۲2 لا > 1 1 + 2 Jun‏ 
„UE 2 -1 1 > un + 2 > 2‏ 
2 > > 1 دج 1- 1 2+ un‏ 
ومنه (1 + )7 محفقة ( و( 
إذن 2 > ,ربا > 1- من أجل كل عدد طبيعي :م 1 +2 + un‏ ` 
3-دراسة اتجاه تغير المتتالية (,,:) ولدينا 2 ک ہیں > 1م 
ندرس إشارة الفرق ا - 1برا 2 > 2 + بل > ۷2-71 
=n‏ 2 + يبلا + 2~ = un + 2+ 3 Un+1 = Un‏ > 2 1 
2 - ولا - 2 ۲ un‏ = وی له 
un + 2+1 2 ۱ = u F 2= (uy + 2)‏ 
(un + 2([ ۳2+ (n + 2)]‏ -ة + [Vur‏ _ ولدينا 0 < 1+ يرن ۰.۰ )2( 
[un + 2 + (u, + 2)]‏ = | دب (1) في (2) نجد 


1 
ك5 (1 + بلج > 0 


1 
0 > Un+ı + 1 > 5 (Un + 1( 
3 1 
0 > < >1 وف حت‎ 


5.استنتاج أنه من أجل کل ل ع : 
3k"‏ > 1 ل ريه > 0 


إبينا مطليكببق: (1 + )2 > 1 + w+‏ > 0 


حيث < = م 
(to FD n =0‏ > 1 + ولا > 0 
u + 1 > (tt, B1) n =1‏ > 0 
<u, + & m-1 + 1) n=n-—1‏ 0 
بالضرب طرفا لطرف نجد 

71 


1 
0 u, + 1 > (5) (ug + 


11 


1 
ر‎ 0 <n + 1 < [5) (2 + 1( 


1 


1 
0 > u, +1 < )2( x 3 


شین ا 11111 
من 11-۲ 


Tim (OY =‏ ان > 1- 
„im, (5) 0‏ لان 1 2 
رمنه حسب مبرهنة الحصر نجد 
۱ 0 )1+ ره 


lim Un = =1 ي‎ 
11- + مه‎ 


5 


أكون (,) متتالية هندسية إذا وفقط إذا كان: 
۷9۹ - دب 
(2 یه Up = 3 In(tt,‏ 
(1)... (2 + )310 = بط 
n1 = -2 + un F2... )2(‏ 
ريض (2) في (1) نجد: 
nı = 31-2 + un + 2 + 2)‏ 
(۳2 ,)3۱ = 


Tg 3۱06 + 2( 


هشه (vn)‏ متتالية هندسية اساسها 2 ددج 
وحدها الأول 
vo = 310) + 2)‏ 
vo = 310۱02 + 2(‏ 
4 - 
77 - 
2 = 
تعيين عبارة ,س بدلالة 11 
Vn = ۴‏ 
1 5 
6 (2هاة) ينه 


حساب ,روز بدلالة +7 
1 1 1 


21 


لل يا ليسي حت 
Pn uo +2 u, +2 Un + 2‏ 
vn = 310) + 2)‏ 
ونح = )2+ In(un‏ 
U, + 2 = g3"‏ 
1 1 1 
3n‏ م << 1 = 
t2 en‏ 
1 
3r‏ چ 
un F2‏ 
ژمنه من أجل قيمة 7 
سه 1 
0= 5 © 2+ 
74 ف 7 : 
n=‏ 7 5 © ۷+2 
فلت _ 1 
int © © n=n‏ 
۱ فا لطرف نجذا: 
بالضرب طر لطر 1 ۱ 


1 
(يرنة+١ +٠.‏ ون + وی 


لدینا باخذ حیث ون + ۰۰۰+ وا + = بو 


55 اهو مجموع حدود متتابعة لمتتالية هلدسية 
7 11 
(-2) ومنه 1-1 

Tn = vo 


( و22 ) 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
1+1 - 
۱ (ش) - 1) 1212 
)) وه ي 59 
( (ج)-د)دها تس = Pn‏ 


2 متتالية مقترحة رقم: 38 __| 
كم على اليوتبوب: مواضیع مفترحة في لریاضیات في المتدالبات ليكالوريا 


[-م الدآل#إلعديدية المعرفة على ]2 ره - [ ب: 
ى< 1۳ 
2 316 = ()9 
ادرس اتجاه تغيرءالكالةق على المجال ]2 :ه - [ 
7-(,) و (,رن) المتتالیتان العدديتان المعرفتان على 
ل( كما يلي: 2- = ونا ۱ 0= و۷ ۱ 
am) n+ = g(un) ۳‏ = وچم۲ 

1-برهن أنه من اجل كل دد طككيعي,73 

0 > رل > ۷ S‏ يبول كس & 2- 
2-استنتج اتجاه تغيز له تارتین (1) و (تت) )ثم 
بين أنهما متقاربتان 
3-ا-بين أنه من اجل كل عدد طبيعي ۸: 54 
Vn Un‏ ۳ 
لداعي 900 
7 =2 1+1 1+1 
ارشاد:من اجل كل × من ]+ :1:[0 - × > (×)ہ! 
3سبه استنتج أنه من اجل كل عدد طبيعي ‘n‏ 


1 
0 > با‎ - tn > حب‎ (o - o) 


4بین أن (,») و (,ن) متجاورتان 

5نعتبر الدالة | المعرقة والمتناقصة تماما على 
]0 - [کما يلي: 2 - + *-م = (یر)ی 

5-أجيّن أن المعادلة 0 (»)۸ تقبل حل وحید ۾ 

حیت: 1,14- > »م > 1,15- 

5-ب-استنتج نهاية لكل من (») و (,ت) 


1 
ك‎ 3 (n - 1n) 


۲۳۳۰. 


یر الحل 


سبحي 2 فو يوه 7 7 سے 

[- دراسة اتجاه تغير الداله و على المجال] 2 ,ی 
حب سجر E CR‏ 3 
المعر فة و القابله للاشتقاق على المجال)2 بن 


لا ۱۸ 
وعنه 
چچ لي 
2( - 2) _ / - 12 ہم 
ل وي 
× - 2 - 2 
9 2 
ا 58 
7و = (*) و 
کے کت تمه 
أي 0 2 909 


بما أن 0 < (©)'و على المجال ]0:2 =[ ١‏ 
فان الدالة و متزايدة تماما على المجال 1-21[ 
[1-1- البرهان أن ۸ € ۸: 

0 > بر > وبرت > Un+1‏ > با > 2- 
-البر هان بالتراجع 
نسمي الخاصیه (:7)م 
0 > وا گ وب > n+‏ > بجلا > 2من أجل 
إلا ع 7 من أجل 0 = م لدینا 
SUS SLE, 0 7‏ 
كن <= و n (ù) = In‏ 


2 نا-2 
2 = و و1 = 06 In‏ 1 
۱ × 7 
و 0 > وما > +۱ > 2- > 2- 


أي (0)م مخفقة 
-نفرض أن (:7)7 مجققه هن أجل كل عدد طبيعي !7 
ي 0 > Un‏ > بوک ln > Uy‏ که و 
ونبرهن صحة (1 + )و من جل + ۸ أي 
0 > جوا > وبولا > 2+ lf‏ > ربلا > 2 
لدينا من الفرضية: 
n 0‏ > يبرن ك يبيبلا > لا گام 
و و دالة مستمرة ومتزايدة تماما على ]4-052 
g(r)‏ > (وبمظ) > (ربلا > 9(u,)‏ >(-)9 
(0) > 


ومنه 
Vn+1 <“ g)0(‏ 
وبالتالي 


<2 > -2102 > Uy, ك‎ ya ك‎ nea ك‎ Pret 


1 2) 5 n+) < Un +2 ك‎ VUn+2 - 


5 0 >2 |- > 
ا 10 + p(n‏ محققة 
ن الخاصية (7)م صحيحة من أجل كل عند 


أيسلة الفضية 

اتناج اتجاه تغير المتتالية (مية) و (,,ه) _ 
ينا مما سنيق: : ربولا ک lU,‏ 

نه (م (u‏ متزايدة تماما على لا 

۷۷۱۷۱ S Uy ین‎ 

اي 0 > ولا - جوا 

رنه المتتالية (vn)‏ متناقصة تماما على N‏ 
لبرهان أن (») و (,,ة) متقاربتان 

ا أن.(,,:) متزايدة تماما ومحدودة من الاعلى 


لد #فبي متقارية 
ربا ان(,6)مُتناقصة تماما ومحدودة من الأسفل 
مد 2- فهي/متقاربّة 
[ تبيان أنه من اجل.!۱ 6 
hn‏ ور 
(Wn ¬ ty)‏ < ک رو 79 > Vnr1 - Un+1‏ 
1 1 
)۸ - (سسج) ماكا n‏ 
U n‏ 
1 
بل -- 2 1 2-0 
xX ۱‏ ( اال 4 
1 بل - 2 In‏ 1 2 9 کی 
tn‏ - ۵ 
رمنه 
- 2 
In 6 3 -‏ = رجملا - Vans‏ 
رلدبنا 1 - × > («د)م! (من الارشاد ) 
۷ 2-1۷ 
N‏ 
sk,‏ (سسج) 1 
با =2 2-7 
رمئه 


۷ - 2 اسع 
وبا 
u‏ — را u‏ - 2 
11 ل > )2 ۳ 
)1( پو- و 5 زو ده 
=u‏ 
ثبت الان ان (n - tun)‏ 2 1 


رین 0 ك nı Sh‏ ک بيرلا S‏ ولا گ 72 
۱ 0 > يت > 2= 


4 > 2 + ,نا > 2 


1 
(1)......- > 1 بل 
2 2-1 4 
ولدینا 
Un > Vn‏ 
اي 
=u, 2 0‏ ولا 
iis‏ 
من(1) لدینا < > سم وبالضرب في ,لا - م نجد 
1 _ یلا - ولا 
2 رز “e‏ )=> لشم 
tn) (2)‏ 1 > 2-10 


ومنه من (1) و (2) نجد 
1 بل - با برلا - 2 
(n - Un)‏ 2 < =( 2 )م 
7 


۱ ۷ - 2 ۷ - 2 
يي 
1 ۷ ح لا 
(n - tn)‏ 3 > تیه« > ولا - رجیبا 
n‏ 


بماستفتاج أن (w~ uo)‏ > بر - 3 <0 
ط1: لدينا 0 > 2 8 


و > وجولا - رهما 
)1 
( م14 ۹ 
مك" أجل.قيمة م 
1 
وی (6 - S (vo‏ ولا - و 
۰ 1 
(v1)‏ < ک u2‏ ¬ وا 


1 
13 35 > 3(2 ~ı) 


( ولا - (va‏ 2 >< ولو 
۳ فا لطرف تجد ۱ 
بجر 3 )...ولا uu‏ وه 


(-ونا - ديرلا ) مه u)‏ — ولا) (ولا - (uo‏ ۰ 
ون “ 


زا( کت - بن ک 0 


ط2 باستعمال البرهان بالتراجع 
نسمي (۸)م الخاصية, : 
(و1 - - Un 0 (vg‏ - بر S‏ 0 
من أجل 0  <‏ لدينا 
(ولا - و۷) 1 > to‏ - ولا > 0 


4251( 


السلسلة ۱ 5 


المتتاليات من الألف إلى الياء 2 


حيث 2- = ولاو 0 = ۷0 


و 2 > 2 > 0 


منه (0)« محققة 
اومان بان و 


ونبرهن صحة (1 + ۸)م لدينا من الفرضية 
U, > 1 (Vo - Uo) ........)1(‏ - با ک 0 
بضرب العبارة (1) في 5 (2) نجد ۱ 
(2)....(ونة = (Un = Un) > 6 6 (vo‏ 7 > 0 
ولا نتائج السؤال (3-أ-) 


1 
(3) ۵۰۰ (يبلة - (un‏ 2 ک )بيرلا 7 Vn+1‏ 


من (2)و(3)نچقه,ان 
1+1 1 
n - 1 = 6 (vg - Uo)‏ 5 > وبولا - بو < 0 
ومنه نجد 
n+1‏ 1 
(7o ۰ 1(‏ 6 ك بلاج وید را < 0 


e 


ومنه (1 + )م محققة 
ومته (7)7 صحيحة من اجل كل عدد طبيعي 71 
4-اثبات أن (,ه«) و (,ت) متجاورتان ۰ 

۴ 1 
لدينا (مبه - وم) 6 > لا ح لا > 0 

بت a)‏ سول 3 
۰ نت 2 تون لان بات یت 
1 -:(مه - ون (E)‏ ون 
ي 0 )0“ (o‏ 5 ا 
ومنه حسب مبرهنة الحصر فإن: 
0 > (يرية - ل" 

ولدينا كذلك (,ره) متزايدة و (,رن) متناقصة ومنه 
(Vn)‏ و (ا) متجاورتان 
5-- تبيان أن المعادلة 0 = (») ۸ تقبل حلا وحيدا 
44 


- 


فت يساس ااا 
بما آن الدالة :| مستمرة ومتناقصة تماما على المجال 


]0 ;ه - [ فهي كذلك على المجال 
]1.14- 1.15 - [ 
ذف 0.1 >(1.15-)1/ 
و 0.01- = h(-1.14)‏ 
د ]1.14- :1.15 - [ع 0 فانه حسب مبرهنة القيم 
المتوسطة فإن المعادلة 0 = (×)۸ تقبل حلا 0 في 
المجال]1.14- :1.15 - [ 


5-ب- استنتاج نهاية (tn)‏ و (n)‏ 


بما آن (») و (,,نا) متجاورتان و متقاربتان ف 
1+ وى > n, n‏ 


نر 


فلك بال < n‏ تا 2 
= رلا im‏ 
ولدينا at‏ 
(ور) و > Vn+1‏ 
Un+1 = (Un)‏ 
اي أن 1 هي حل للمعادلة | = (1)و 


(77) = 
0 
1 


2-1 
اي = = 2-1 
ومنه 0 2 -۱+ el‏ 
h(l) =0 ۱‏ 
ومنهم = | لأنّ ‏ 0= ()۸ 
ومنه 


۱ ۰ متتالية مقترحه رقم:39 


یسم على الیوتیوب: مواضیع مقترحة في الریاضیات قي المتتاليات 
۰ لبکالوریا 2017(ع ت+ ر+ ت ر پرقم17 


و Û‏ والټان معرفتان على المجال ]6+ :0] كما 
,= )2+ )ها = f(0‏ 
و 4 )2+ 1) م1 = 9)x)(‏ 


- الچزء ]۰ 
1-آدرس تغيرات كل من لنپ و و على 
۲+ :0], 


2-استنتج أنه من أجل کل 0 < عن 


x2 
20 ۱۳1۲ ( > * 
1 :]1 الجزء‎ - 
نريد دراسة المتتالية (,,ب) للأعداد الحقيقية المعرفة‎ 
كمايلي:‎ 
1 5 
Un+1 - u )1 + ( د‎ 7 
برهن بالتراجع أن 0 < ږ من أجل كل عدد‎ 1 
يعي 1 < ۾‎ 
"< 2برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي1‎ 


بت 1 1 hu,‏ 
+۰۰ + )1+3( وا + (<+1] ۱۱ 


{232} 


۰ 2 
بما آن: 0 < × إذن: 0 < 3 
1+x‏ 


1 
۱ 5و 1 ومنه 0> () و 
تال الجزء [.بين أن: إذن الدالة و متزايدة على المجال +oo[‏ )20 
x) - 2( _1 8 7‏ ۱ ۱ 
وك ك Inn‏ ك Sq - 3T,‏ يت + +0 lim‏ = )و im,‏ 


lim g(x) = +0 پاحسب ,5 و 7 بدلالة ۸ استنتج‎ 
im E im, 5 

ای 3 المتتالية ( ۷ متزايدة تماما, 

وب اسئفیجأنْ (بربه) متقارية, لتكن م نهایتها, 

5 جنقبل الفتيجة التالية: إذا كانت متتالیتان (رن) و 
(ا) متقاربتان"حوت: ,را > ,رن من أجل کل عدد 2-استنتاج أنه من أجل کل 0 < ×: 


فا li <li‏ 2 
ا و تا x- > ۱001+ ( <x‏ 
:1 > 2887[ > - واستنتج حصرا لع, 
عد 6 يا غاب (2 )1 = 
ARE‏ 59 
من الجدول نجد: 0 > (×)۴ اي: 
ك الحل 0 > In(1 +x) x‏ 
الجزء 1 ومنه × > (د+ 12)1 
[دراسة تغيرات كل من الدالتين م و وی أ لدينامن الجدولة | ري ۱ 
-دراسة تغيرات الدالة f‏ على +٥]‏ ;0] ۹ لأ دمنة In(1 + x)‏ و 
ووا برو ا ۳ ان + > )+ 1)ها > x=‏ 
2 _- سح 4 ۱ 
وب کے = ۳2 . لیس سس 
با أن ]مه + :0] € × آي 2 > 0 1-برهانبالتراجع ان 0 < ,ره من أجل كل عدد 
ان ن 0 > 2 - ومنه: 0 > () #رإذن: م دالة ا اح س 
مناقصه تماما على المجال ]0+ ;0[ نسمي (0)۸: 0 > un‏ ۳ 
1۳1 ۱ عمق أجل 1  -‏ لدينا: ((1)مإذن < << u‏ 
n( E‏ ند نك قب نا 
x 1‏ ).ا (3) ج ققة تك م( أجل N"‏ € 7 
مو ع سید أن الخاصية (۸)م مدو میا - 
ونبرفن 1 الخاصية (1 + )2 


أي 0 < 
ع (1 + ) لهت | 3 ۰ 0 > 2۳۳1 


(iz ۹ لدینا 0 < ہا (من‎ a 
21+1 >0 مه‎ >-0 
Un > 0 [0; اراس تقيرات الدالة م على المجال ا‎ 

محققة 

ع - x)‏ + )۱ > )*(9 ص لان ل نجل كل عدد طبيعي 1 < ٩‏ 
الا ۳9 ذن 0 
له و قابلة للاشتقاق کی6 ;0]: ۲ | 

SS Smid) | ا ا‎ 
1 اا‎ 
Inu, = ا‎ 
N ty, In (1+2 2) +n(1+ 2)4, را ا‎ 1+ 
1+ 


Ba lS. جے ها‎ 


7 


المتتاليات من الألف إلى الياء خا الفضية 


3 1 
من أجل 1 = و لدينا: 0 او نوا و ع x‏ 
1 1+ 2 3 1 1۱2 
(1+2) ۱0 < ما = Inu, = In‏ (1+2) ها > (۱-2)2 
1 2 2 و 2 2 
س 1 < 3 1 1 
<n (1+3) In(u,) (1+2)‏ )2+ 
ومنه(7)1 محفقه 527 
دك مود مسا مك ا 
1 ا EES‏ 
2+ 1) «ا+. + )1+35( ما+ (ج+1) n‏ بجنا 1 ( +1) n‏ < )2-2 
بر نرصحة الخاصية 17 + 7)7 ۳۰ ا ند حو 
۳ 1 
لاه قي لد قط 
1 1 1 1 1 
+ +( + 1) ما+.. ا + +1( ۱0 +. 5-06 1+3( سا+ [1+2) 10> 
1 
لدينا م + 1( SMa) Un+1 = Up‏ 21 ح Sn‏ 
بما أن 0 > يبيبلا من (1) و (2) نجد أن: 
إنن | +1 ( ۱ 
۱ ا ( In n‏ = '(ربرريترا Inu < Sp‏ ك ورگ و - Sn‏ 
من 
و( +10)1+ ہا رر | سحساب ,كو ,7 بدلالة م 
+2 +1) و1 +. ۰+ )1+3( ها + 5+ 1)ما = فاد .1 1 1 
(2-+ 1) ما > ل SF k= TE‏ ود 
ومنه (1 + )7 محققة اي 
011 1 ريت 
إذن (2+ 1) ها = (,:ة)ها من أجل 1 < و , و ت 
598 
ماود شاد 
ت ۳ 1 / 2-1 2 
سر بسن ( -1- 
air : In(1 + x) > x‏ ۳ پر وا 
حیث ك ق 1 1 ,7 هو مجموع لكدود نتتتابعة لمتتالية هندسية 
Bir‏ عع اساسا 1_ 
2 > 2 = 
In (1+3 7‏ مس 
| ومنه: 1 
In (1+3) >‏ 2 
4 
n ۰‏ 
O 8‏ 
5z‏ )1+37( ما I E‏ 
f, 5. = ip, [1-6 ٩ xn (1+2)++m (1+)‏ 
In (1+3 Fin 1‏ ۳( 7 
ا مان: 0 - (2) im‏ إذن 1>2>1- 
اا ا ا 2 مهدر 2 
0 22 إذن: 1= lim Sq‏ 
۳ ).ب بوک گ In Uy‏ استنتاج ,7 i‏ 
2 + > قو م n‏ ا" 


: 


لسلسلة الفضية متتاليات مقترحة 
سفق ۰۰۰۰ متالیات مقترحة 


الن: 1 >> 1- إفن: 0 = ") 4 متتالية مقترحة رقم:40 


الإسم على الیوتیوب: مواضیع مقترحة في الریاضیات في المتتاليات 
لبکالوریا 7 201(ع ت. ر+ ت ر )رقم29 


ریاس 9 یم ]097 ;10 بء 
(س) ۱+ -- ۶۵ 


1 . 
lim Tn > إذن:‎ 
ب[‎ 4-0 


5-ا-تبیان أن جر (رية) متزايدة تماماء 


للبرهان أن (») متتالية متزايدة يكفي أن نبرهن أن:٠‏ 
0 > يرلا - Un+1‏ 


لدينا: يرن - ا دم 1( Un+1 7 Un 7 Un‏ 1-أدرس تغيرات الدالة f‏ على ]مه+ 0[ 1 
[1 - + 1] بين - 2 عدد حقيقي موجب تماما , باستعمال التكامل 
37 ا 559 بالتجزنة أحسب: يرم J In ١‏ ثم J f(b) dt‏ 
لدينا: 0 < پګ < د ع eh‏ ل E‏ رد 
ومنه 0 < پا رچ ok‏ +۲ 


أي أن المتتالية (برده) اي تماما 
سح أن (un)‏ متقاربة: 
لدينا ‏ 0 < جب 2241 = Sn+1 - Sn‏ 
ومنه المتتالية رك متزايدة ومنه 
Sn‏ اه = In(un) = Sn‏ 
In(un) > 1‏ 

4 Un >> © 

بما أن المتتالية (ب) متزايدة تماما ومحدودة من 


الأعلى بالعدد 1 فهي متقاربة نحو نهايتها | 
5-ج - تبيان أن:1 > ۶ و[ > 3 


J2 dx = 2-600 ھب اق‎ 

ثم استنتج أن وب > ۶0۵ > 0 

4-أ-تحقق من ارت 2 ,1-) - 8 يكون: 
1 


77 ا x‏ (1+ 0۳ 
فا س تیا ماب 


1 1_ 
n(n+1) 1+ 1 2n(2n+1)‏ كم 
باستعمال المساواة ع أعط عبارة مختصرة لک ثم 
بين أن المتتالية ( (Sn‏ متقاربة نحو عدد يطلب تعيينه. 
4- ج برِهنِ,أنه من أجل كل عدد طبيعي 1 < ۸" 
یکرن: ”, 


ه 


نقبل النتيجة التالية: Sn‏ > (62700ثر “+ )1+ f(n) + f(n‏ < 0 
إذا كانت المتتالیتان (,0) و (,,ا) متقاربتان حیث | ثم استنتج آن: ” ۱ 
Wn‏ >> ,تا من أجل كل عدد طبيعي n‏ فان: „lim [f (r) + fz 7 1 7 f (2n)]‏ 


5-نعتبر المتتالية (,,) و ۳ 
طبيعي غير معدوم 7: حر : .بح + = بر 
5 تحقق باستعمال السوال روم فرح ہے" أن . 


f (n) + f(n + 1) ۰۰۰+ f(2n) = u, —1n(2) — 1+) 


1 imا‏ > پل imا )u,(‏ تتقارب نحو 1 
یت 0 nt‏ ۴ 

بما أن' متقاربة ذ 1= 

بما ان (ببه) متقاربه نحو 1 فان: | ار 


1 
Sn 7 17 < In un < نک‎ 


پو 1 5-ب-إستنتج أن المتتالية (رءه) متقاربة و آجدب 
im, Sn‏ ك „lim, Inu)‏ ک (51- (sn‏ مالل نهایتها, 
ان 1>إصما>ة ب الحل 
استنتاج حصر ل 1 : 2 
١‏ -دراسة تغيرات الداله I‏ 
۱1 > 5 ل اد رعق 


ف اس f= 2 In‏ 
حساب النهايات 


n |‏ + | دا = () ديزا 


دمنه م > > و لان الدالة <م متزايدة تماما على 


4235 ( 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
IG + |‏ و ور[ lim f (e) = lim‏ 


aln(a + 1) +In2 — In(a + 1) + In 2‏ سم و 
(a + 1( 1۳6۵ + 1) + 2‏ - 0 ]نب 


4 f )×(d× حساب التكامل‎ x¬0 0 

])1 + ۱۴۱0 2 - دوماع + 1[ - lim‏ = 1 
»۳ 0 7 ما += ور 

تذكير: 0 = × 10 "ند lim‏ 2 
وم x‏ 1 4 
ومنه م+ = lim f(x)‏ + //1+ عر ( [r=] (+ n‏ 
1 0جي 44 1 

: ۱ 3 

+In 358 2‏ ۲.3 5 ۸2 مه د + xX‏ ) « + چ ۴ =| 
١ . p70 =0 >‏ 
حساب (2) WIKRE‏ 
الدالة ۶ قابلهة للاشتقا شتقاق على ]۰+ :0[ ودالتها المشتقة و 


f) = Ina + ain  — (kG + 1( ۱0/6 + 1) + 2 10 + 1( - 1094 


- )1 + (۱06 - (a + 1( ماك وار 2 + (1 + ه)س1‎ )2+1( 
= )1 + a)[ln a - سب 7 2 + ])1 + ه)صا‎ 
£ 1 
= (1+ a) In (7) + 2 E 07 1 0 1 
e I tax > + 3-أ-بيان العلاقة:‎ ۳ IE x2 ' x(x + 1( 
4 ع‎ 5 “1 1( + × 1 
EFS f ج‎ E ` ` x2 +1( 
+ Sz SR ' پا :0 × فان 0 > تب کون‎ 
k+1 1 سين‎ et k+11 yy f - dÎ 4 6[0( | ف‎ 
x و منه الدالة م متناقصة تماما على ]00+ :10 گك‎ 


2-حساب التكامل dx‏ ( )ها ۷ باستعمال 


2-1 


0 


dF زوما]‎ 4+4 = In(k + 1) = Ink .....(1) 


1 

Oa -۱« ا‎ 

8 6 = 0و1 دعم[‎ +1) 1 ۸ (ax = = [e (J وافتت سرد بل‎ 
= In(k + Ear 1 ® 


= an ) 


rT E‏ ا ا 


k+1 
۱ ب‎ 2-00 


ع 5 1 
استنتاج ان: روبع > f)۸(‏ > 0 
لدينا: 
1 1+ 
2-7-0 ] 
2 
ta > ,‏ 
ومنه 2- > < 7 - < اسب 
k+1‏ 
0 0)م + +2 < 2ب 3 
0 5 "مب k‏ 
R(K+1) k(k+1) 7 < f(k)‏ ° 777 0 
iS 20‏ 
5-5 9 > 0 > 0 
4-أ-تحقق من العلاقة كر _ 1 1 
£ 


1ب 
ورتا *-1+× 3 ظ 


2 


k+1 


= ومنه:‎ 
x(x+1) 


4-ب-إعطاء عبارة مختصرة ل ,5 باستعمال 


المساوات 
لدینا (*).... 4-3 شب ۰ 
n(n+1) 7۵ 1‏ 
معناه 5-5 + 3 = ا 
n 1‏ (7)7۲1 
1 
EAE 35 5 +2‏ 
SEE‏ سس E‏ 
(n+2)(n+3) n+2 n+3‏ 
1 ۳ 1 1 
2n(2n+1) 25 2+1‏ 
بالجمع العمودي طرفا لطرف نجد 
1 1 
2۳۹1 دي 
rfl‏ ار 2n+1-n‏ _ 
 n(2n+1)  n(2n+1)‏ ۲ 
البرهان أن ( ر؟) متقاربة نحو عدد 
م تلك ون = یک سنا 


n(2n 53 1(‏ مه +21 + n¬+oo‏ 
رمنه المتتالية ,5 متقاربة نحو العدد 0 


#-ج البرهان أن 


ASOT ++ fM 5ك‎ 


لین مما سبق 


k= لضع‎ 


نه ی 52 > f(m‏ < 0 


0 > ۶) > 


1) 


تتاليات ف حة 
1 

0 > ۲) +1( > TTT 
1 

0 > f(n +2) 2-7-7-2 


1 
f(2n) > 2707710‏ > 0 
بالجمع طرفا لطرف تجد أن 
وهو المطلوب 
Sn‏ > (27)] + .۰۰+ (2 + )مر + (1 + f(n) + f(n‏ < 0 
استكتاج النهاية 
[(20)م + ... + (1 + lim [f(n) + f(n‏ 
م +11 
لدينا 
f(n + 1( + f(n + 2( + “+ f(2) > Sn‏ +( < 0 
ومما سبق نجد 0 = پک „im,‏ 
سا قر خان مقس افا 
D +--+ F2] =0‏ + )۶ + (0) راون 


5--التحقق آن: 


1 
=u, - ۱۵2-۱۳0 +2) 


f(R) + f(n + 1) + “+ f(2n) 


لدینا! ‏ 00م - 2= × ی 


0 1 1 1+ 
ھر الال تع 0 
ر dn mm PFD)‏ س ا 
1 31 
fn F2)‏ عد < gin‏ وب 


۰ 


۳ 7 =f 


an = n f (N) +f (n + 1( + ٠٠١ + f(2] ... 


1 ده 
dh In)? = Inan + 1( - Inn‏ 1 


)3+ ۱002 = 
+n (1+)...‏ )2(« = 
من (1) و (2) نجد 
-In2-—In(1 +‏ ملا = f(2n)‏ ++ )1 + )م + f(r)‏ 
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المتتاليات من الألف إلى الياء 
5-ب-استنتاج أن (,به) متقاربة نحو نهاية 1 


لدينا 
-ım(1 +‏ 2 ها- FCD + ۲ + 1) ++ f(2n) = u,‏ 
„im f(r) + f(n +1) ++ f(2n)] > 0‏ 
1 5 
و 0 - |( +1( im, [n‏ 


ومنه 
f(2)‏ +--+ )1 + مر + )(/[ lim u, = um‏ 
مو چم .ور نطلا 


1 ه‎ 
+ In(2) + In ببد)‎ (۳ 
27 
lim u, = 0 +۱8۱2 +0 
4ب‎ 
۳ Up = مج(‎ 


ومنه (زبردن) متتالیمکاربة نحوی نهایتها 5212 | 


۰ متتالية مقثرخهة رقم:41 


الاسم على الیوتیوب: مواضیع مقترحة في الرباضیاك فلي آلتتالیات لیکالوریا 
9(عت+ر +تر) رفم 18 
1-نعتبر (بريه) المتتالية المعرفة على ۸ كماپلي: 
(n+1)rr‏ 


Xun = e * sin(x) dx 


nr 
# :77 1-ا-بين بالتراجع أن: من أجل كل عدد طبيعي‎ 
۴ (77)ومء‎ = (—1)" 
1-ب-باستخدام المكاملة بالتجزنة مرتين بين أنه: من‎ 
:۸ اجل كل عدد طبيعي‎ 


ge nr 


eT 
un = (=1) 
1-جاثبت أن: (بببه) متتالية هندسية يطلب تحديد‎ 
أساسها وحدها الأول‎ 
2-نعتبر 5 المجموع المعرفة على ل ب:‎ 
1۵/1 Un ۳ 
رک‎ 1 + )( +... ) ) 
o i 1-1 
ia, Sn 2-أ-عبر عن ,رى بدلالة ۾ ۰ ثم أحسب‎ 
3-عبر بدلالة م عن الجداء م المعرفة على لا ب:‎ 
Pn = Uo ۶ Uy ۳4 ... 2 Un 
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السلسلة الفض 
س 
عم الحل 
1-أ-تبيان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 
a‏ = (311) 605 
نسمي (7)2 الخاصية "(1-) = (05)۸7ع 
من أجل 0 = ۾ لدينا 
cox (Orr) = cos 0 = 1 = )-10‏ 
فان: 1(9-) = E‏ 
ومنه ( 7)0 محققة من أجل 0 = ۸" 
نفرض أن (7)2 محققة من أجل كل عدد طبيعي , 
اي أن *(1-) = (:)ومعونبرهن صحف(1 + ویر 
اي 1(7+1-) = (1(7 + cos)‏ 
لدينا ‏ ( + 1)rr) = cos(nr‏ + )05 
sin(arr) sin ۲‏ — ع1 cos(nrr). cos‏ = 
coS(nr)‏ — = 
تذكير: 
cos a x cos b — sin a sin b‏ = (ط + cos(a‏ 
(7)ومه - = (1(7 + cos((n‏ 
۶-) = "(1-)(1-) = 
لدينا من الفرض *(1-) = 
ومنه: (1 + ۸)م محققة 


إذن "(1-) = (05)7» من أجل كل عدد طبيعي « 
1-ب-باستخدام المكاملة بالتجزنة مرتين تبيان أن: 


cos(nr) 


من ال كل هدد طبيعي :7 
تذكير بقاتورن,التكامل بالتجزئة: 
نعلم أن سان + ریم '( (uo‏ 
ومنه "م ] سرس دوا ] 
XT SEE 2‏ = 


ea ear 


ومنه: 


/ f gd = [f (x). g0] - 3 g(x)f' (۲ 


ومنه 
عع 
وت 
de =‏ اد ۴ بن 
{(n+1)rr‏ ت 
Q@X‏ 1 605 د ر > 


3 )وت‎ nr 
۶ "Dr sin (n + (ع1(7‎ + e" sin(rrr) 


(n+1)re 
د 05 *-<ج- بند‎ dx 


4 


ا 


4 


۳ 0 = (51110717 ومنه 
1 سر (n+)‏ 
xX dx‏ 605 *-م- ۱ 


eT sinx بول > 2 يرع‎ 
11 (n+1)r و‎ 

+1( ذه سر‎ - 5 
راجو‎ g-* sin x dX سا‎ E EY dx 


۳ 


۳ 9 1+1 
"¢ + وزی‎ x dx = [~e * cos x] Jr _ 
71 
(n+1)r —x es 
۳ سم‎ sin بد‎ 1 
ومنه‎ 


141(76 جرس‎ ys 7 
۳ سم‎ sin 02 = 


1(۲ بر‎ 
(r (۳ g-* sin xX dx 
11 


یل | ail‏ > 1- فان 0 = 1(7+)-م تن 
1r) FE ۳۳ cos(n)‏ )وم _g-(1+‏ | وغ تسیود بو هن 
۲ ۱ 7ج 1 2 ۵ + ب 1و 


2 سي قب‎ dx 3 
_ g~ (re (~ OS nr) +e 
وم کاس‎ (NT) [e +1] 


117 cOS 111 


Dn = Ug < U1 X ...X n ب:‎ 


لدينا (ا) منتالية هندسية ومنه: 
رمنه 10 2 - 
=U‏ 
۳۳( = اب 
لان *(1-) = cosnr‏ سه ر 
وا کاب = gin x dx‏ عسي (mF‏ ۱ - 
a‏ تا (1-) = اون nrt‏ ۰ 
اذن ۴و شش ۱(۳-) = ولا 
1ج | 


ثبات آن: (ریه) متتالية هندسية 
تکون (un)‏ متتالية هندسية إذا كان 


١ 


5 فا لطرف نجد: 
Un‏ اور X U1 < ۰۰۰ ۶ Un‏ 14 
q Un‏ = 1+ 


ای نے و = Un+1‏ 5 
2 3 مره (۸+1) ۱ 
سے 1 بر 7۲ ۳(-)] "وب = 2 X ... (ug) X (f x‏ ولا (o X‏ = بر 
2 زب تج 4 Dp z= UR xX aN‏ 
E‏ م = 
نه (ولا) متتالية هندسية اساسها: *-م- - ۾ 
حسا 


uo 7 


1111 € 
(er 21+‏ ا 
که 


إذن 7 ) ۲۸ 


تتالية مقترحة رقم*<42 
uo = )-1(‏ .6 . متتاليه مفترحه ركم: م ما 
5 3۳ ضيات فى المتتاليات باك 2018 
۳ ۳ 
وس سس سا رتیت لؤسم (ع تبر+ت ر) ر فة علی نكما یلی: 
27 التبير عن ری بدلالة وو تكن ( رم المتتالية العددية المعر يلم 
۶ التعبیر عن رى بدلالة 11 لتكن (يرلة) n+1‏ 
۰ 2 (,لا) متتالية هندسية فإن: 1,4 = وجيبلا ۳ | ديلا 
(منه Un-1 q‏ ج Un‏ 5 ات عه 3 مبدأ الاستدلال 
زهنه دج = 4= ١-1 ln‏ حسبب 110 لم اله 
ايا 14-1 
زمنه ۸ 


بالتراجع » أنه من أجل كل عدد طبيعي :7: 0 < يرلا 


2-احسب ,1ا بدلالة 5 


2 + 1 < 5 
Î 4-8 + q3 +۰۰ 4‏ 
5 تتابعة لمتتالية هندسیه 
جموع لحدوة متتابعة 0 
* 2 و وحدها الأول 1 و 


ی ت 
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المتتاليات من الألف إلى الياء 
3-برهن أن المتتالية (,,::) متتالية هندسية يطلب 
تعيين أساسها وحدها الأول 
4-أ-احسب بدلالة :2 الفرق ,ريه - 
اتجاه تغير المتتالية (Un)‏ 
4-ب-استنتج أن المتتالية (,,:ة) متقاربة ثم احسب 
lim tn‏ 
مه عجر 
5-نضع » من أجل كل عدد طبيعي ۸: 
Un‏ ۰۰۰۰ ۲ ولا + ولا + ولا = برگ 
اسب بدلالة جر المجموع برى » ثم احسب „lim, Sn‏ 
توب تهب 
/ كع الحل 


1-حساب 0 2 


r 5‏ 
ہا » ثم أستنتج 


dx‏ 2و E“‏ کا 

يرن * e‏ و = 
2-67-18 گت مرو ی 1 وت و 
uo = e? [fe +21]‏ 


ومنه 2ج + و- = ونا 
- بيان أن 0 < به باستعمال الاستدلال بالتواجع: 
نسمي (7)0 الخاصية: 0 < بريه 7 
- من أجل 0 = ۸: 

ug =e +e? =e(-1 +e) >0‏ ر 
أي (0)م محققة. 


-نفرض أن ()م محققة من أجل كل عدد طبيعي ” 
ونبرهن صحة (1 + )7 ۲ 
1 2 7+1+1 
لدينا: Urn+1 5-2 n+1 e2 dx‏ 
7134-2 


2 »جازم ام بے 2ھ س 
7 ]۵۶ = يرل e‏ 1 © = يبيرلة 


1+1 
[(1+)-ی 3 (2*)-ی-] 2ج - 


ی + 1٣ع‏ پر ]2م = 
(1 + و سوه = 
6 
0< 7*1 وبما أن 1 < م 
0 < 2+1 
1( 1+«- 
0> )3+1( و 
ومنه 0 > ln+1‏ 
إذن 0 < ,ا من أجل كل !۸ © 7 


Un < e2[-e "71 + e "]‏ 
۵1و عت ]چ ے 
g2 [xet 36 1[‏ ك ln‏ 
ڪڪ ڪڪ ماس تج ار 
3- البرهان أن (,ببه) متتالية هندسية مع تعيين 
آساسها وحدها الأول: 
- تکون (,ن) متتالية هندسية |ذا كان 
Un X q‏ حت Un+1‏ 


u, = 227۳) 71 +1( حیث:‎ 

u1 = e27 +2 (e”31 + 1( 

(1 + 1-و) 2-7-1 = 

روت و 2 پر 
ومنه: = وهی 
معناه (ں ) متتالية هندسية آساسها 6-1 = ۾ 
وحدها الأول: 

e? - ۵‏ = ون 
(4+ 3 )2 = (1 + 1-و 02-0 = ولا 

ر 2 + و = 


أ -حساب“بدلالة هر الفرق يرنه - 1با 
بما أن يرنه متّتبالية هندسية 
فإن ,ملا 2 بو 1-م = و 


arı < لا‎ = 9 Up & Uh ومنه‎ 
= م۳1‎ 
fn (e ا‎ 


ولدينا من السؤال السابق: 
u, 6-۳۶] + 1[‏ 
و منه: 


(1 = ^ ))1 + 1-ج) e-^+2‏ کول و 
ستنتاج اتجاه تغير المتتالية (,,:ة) 
لدینا: لا = *67 U‏ = یلا - وجولة 

(1- ^ 6) وه = ۳ 
ولدینا من السو ال السابق » البر هان بالتراجع 8 ( 
0 < 1۷ ومنه إشارة الفرق من إشارة س 

سگ م ود طب اس ادع 
6 6 


ومذة 0 > Un+1 = U,‏ 
معناه (برین) متتالية متناقصة تماما على .١‏ 
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7 ب-استنتاج أن المتتالية متقاربة 


بما أن ( عي مت ومحدودة من 
الأسفل بالعدد 0 فهي متقاربة نحو نهاية | . 
ساب النهاية ا 11111 


ی ۱۱ 1 
ف أن (») متتالية هندسية آساسها ع 1-و 


,۰ متتالية مقترحة رقم:44 


الإسم على اليوتيوب: مواضيع مقترحة في الرياضيات في المتتاليات لبكالوريا 
7 (ع ت+ ر+ ت رإرقم 21 
لتكن المعادلة التفاضلية:.(1) ده 3920 “بق 


3 ۱ 47 | 1-حل في 18 المعادلة التفاضلية (1) ثم عين الحل 
ر 1>2>1- فان 0 = lim, u,‏ الخاص 7 الذي یاخذ القيمة 1 من أجل 2- = × 


5-.حساب بدلالة م المجموع رک : 
با أن ,رکز ال مجموع لحدود متتبعةلمتالية 
هندسية 2 اهاط ع ح و وحدها الأول ع - 2م = uo‏ 


2-نعتبر المتتالية (,,) المعرفة بحدها العام: 

31+2مg‏ کا 
این أن (») متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها 
وحدها الأول » هل هي متقاربة ؟ 


بر 1- (0) ۰ ۱ 
> (ه - 6۶) = رى 2-ب-ادرس اتجاه تغير المتتالية (يرية) | 
2-1-1 5 3-نعرف المتتالية (,ده) يما يلي: ( )٣ا‏ = يرنه ۱ 
1 - 1<م 6-3 = ,5 3-احبيّن أنّ (برن) معرفة من أجل كل عدد طبيعي ۸" 
حساپ رگ 11111 3-باثبت أن (,ن) متتالية حسابية يطلب تعیین ۱ 
5 2 آساسها وحدها الأول 
im 1 (e -6( 7‏ = رف 3سج-احسب: 2 ریت + ۰۰+ وا + ولا = Sn‏ 
1 << ۳9 ب 9 سم ۱۳ X wea Un-1‏ ولا X‏ ولا Te = Ug X‏ 
00+-11 م +119 
كي الحل ل 
1دحل في 8 المعادلة التفاضلية 
لذينا 0 < ت37 - ۳ 
أى” 3y‏ - 


ميم بو > = ار 
EI‏ متتاليه E.‏ خلول المعادلة التفاضلية ذات الشكل 


ره = اهم 0 + ۾ هي الدوال التي تكتب على 

الشكل ۲و ے(٭) / 
ومنه حلول المعادلة: ر3 = ۱ 
هي الدوال التي تكتب من 2 2و = )x(‏ ۶۴ 


مقترحة رقم: 43 
الإسم على اليوتيوب: المتتاليات و الدوال الاصلية رقم 35 
1 عدد طبر » نضع ۳" = n‏ 
ین لاس لجل عق عند یی يب حك = ب 
یز تن (به) متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها 
رحدها الأول 
الضع: ug‏ ۰۰۰ ۲ ولا + ولا = يرك 
u + "+ |‏ + وا = ,10 
“سب وک و 7 بدلالة 1 
”ن قيمة العدد الطبيعي ور بحیث: ك = رك 


1۳۱2 


312 2 
ؤمقة سوم = ع = (2-) / 


خحلتح 7 a‏ 151۲۳۳ 
2أ-تبيان أن (un)‏ متتاليه سهد ا 

أساسها ۾ وحدها الأول وله 

Un+1 = g3(n+1)+2 ¬ 0 لدينا‎ 


8 3 
منه 
يواد ) (u‏ ۳۹ 4 هندسية أساسها 3 وحدها الأول 
و 1 
2 = ولا 


= 2 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
دراسة تقارب (,10) 

بما آن ( ریه) متتالية هندسية اساسها ٩‏ 6 < 0 

و1 < 3ع فان (ں) مالي ليست متقاربة بل 
متباعدة 

ملاحظة: نقول عن متتالية هندسية اساسها ۾ أنها 
متقاربة إذا كان 1 > 4 > 1- 

2-ب-دراسة اتجاه تغير (,10) 


لينا p3n+2‏ 1 3002م = برلا = Un+1‏ 
2+د3م ۳9 3 32 ۳ 
ومنه ۳ )1 0 3م) 32و مت 


نعلم ان: 37*20 و 0 < 1 - 3ع اذن : 
0 > بل - ۸ ومنه (,::) متزايدة تماما 
على لا 

3-آ-تبیان أن (,ص) مكزفة ,علی لا 

= f(r) £. )1( لدينا‎ 

يكون للعبارة )1( معنى اذا کال .50 
ولديئا 0 < 37*2 مهما ل ع 71 

ومنه (,رن) معرفة مهما كان !۱ ع 
3-ب-ثبات أن (,,مع) متتالية حسابية مع تغييق 


5 70 آساسها 7 وحدها الأول‎ 
۳ وبیر‎ = VA = [2 جيرلة)‎ ( = In ولا‎ 
و‎ RL كا‎ In(e3e3"*2) - [۳ 002 
تس‎ 31+2 _ 2 
Vn+1 -< Uq = Ine 2 In e 
= 6 
Vn+1 - 9 > 3 وگ‎ 


ومنه (ير) متتالية حسابية اساسها 3 = ۲ وحدها 


vo = In(uo) الأول‎ 
ون‎ = In(e 3*2) = Ine? - 2 
vy, = 2 + 3n 
5, 3ج حساب‎ 


(وا) هندسية مجموعها: 
Sn = vo + ۷ ۶ ۰۰۰٩ 1‏ 
Sn‏ 
ع ر وس | 
Sn = (3n + 1(‏ 


11 
= > [vo + 7-1] 


ومنه 
أي 
-حساب الجداء ,7 


Uo X U1 2 ۰.۰2 1-1‏ = ل 
لدبا In tn‏ = بر 
ونه uy = e"‏ 
لدینا:من أجل 0 = م vo‏ 


من أجل 1 < 7 1 - 
من أجل 2 = ۸ ۷2 


اع 5 


من أجل 1 - 1 > 1۱ اسربلا 


en‏ پر 6۳2 Un = e" X e" X‏ ا.. Ke‏ وا 
ومنه 

— got tat 

1 + ونا + وجاك XU;‏ 


T, = Uo X ۰ > و‎ 
= ع‎ 
1 = e zl31+1] 


الإسم على اليوتيوب: مواضيع مقترحة في الرياضيات قي المتتاليات باك 2018 
(ع ت+ر+ت ر) رقم 16 
لتكن في ) مجموع الاعداد المركبة المتتالية (,:) 


المعرفة كما يلي: 
1 = !1 
un + 3‏ ۷31 + 1) 0 


ومن أجل کل ی سای 
(برمة) كالتالي: تیا = 
1-برهن أن سب متتالية اسيا ینتب تعیین 
أسايسها وحدها الأول 170 
8 عن - ۳ بر بدلالة 7 
مه م المجموع: 

با ۰۰۰ vg + 19 F‏ = 3 
5 -أحست تدلالة 7 المجموع: 

Sh = Uo + U, سل‎ ۰ ۰ ٩۴ با‎ 

که« الخل 

ا سے 
تكون (برت) متتالية هندسية إذا كان ٠0ا‏ حى +" 
لدینا3 + يرمة(3/: + 1) = 


Un+1 
1م‎ > Un+1 ج‎ N3 
يبظ‎ = (1 + N 3)u, + 3 - 1۷3 ومن‎ 


5 3-3 
= )1+ i3) [un + 0 9 
بح‎ )3-1۷3( )1- 
)1 + V3) [un + و ریت‎ 
= )1 + V3) [un + ر‎ 3-30-۳3 


(3 - يبنه) (۷3 +1( = 
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= )1 + N3)vn 
ومنه (,ن) متتالية هندسية أساسها (3/ + 1) = ۾‎ 
وحدها الأول: 3 - و4 = و99‎ 
9 = 1-3 إأن‎ 
n بدلالة‎ Un 2-تعيين عبارة الحد العام‎ 
Un = 9 ۳ متتالية هندسية معناه:‎ 0 
Vn = oq" 
= (1 i¥3))1 + i3) ومنه:‎ 
ام‎ = 1-:۷3[ |(1 + i3 | 
= |1 AIIG + N3) 


10: 5-حساب ,5 بدلالة‎ 
لدينا: 3 — لا = ينا‎ 
U, = Uq + 3 
ومنه‎ 
5 = ون‎ + ۱/3 + v, +i V3 + ۰۰۰. + 3 
لک‎ = ug + ون‎ ++ vy + 3 + 11/3 ...+ N3 
Sh = sq + VN 3(n + 1) 


7+1 
)1+ )۷3 بخ رو -1) = 5 


.0. متتالية مقترحة رقم: 46‏ | 


الإسم على اليوتيوب: مواضيع مقترحة قي الرياضيات في المنتاليات لبكالوريا 


2 - 3+ 21 |3/خ -1 7 (ع ت+ ر+ ت رإرقم 3 
۱ ۱ المستوي المركب منسوب الى معلم متعامد ومتجانس 
۳ > (1 + 3/)م 3 - 1| مباشرة (29 :1 :0) ناخذ کوحدة للاطوال 5670 
ومنه: 1 = 2۳ X‏ 72| ليكن م التحویل النقطي الذي یرفق بكل نقطة /۸ ذات 
-حساب العمدة: اللاحقة z‏ النقطة ۸۸ ذات اللاحقة 2 حيث: كك = او 


1برر أن ۴ تشابه مباشر يطلب تعیین مرکزه » نسبته 
وزاویته 
2-نضع m2‏ تن ان ge‏ 

+i 


arg(v, J arg [(1 - V3)(1 + V3) 


arg(1 - i¥3) + narg(1 + i3)‏ = ,)وله 


باخذ ۷3 - 1 = پر7 7۳3 
2 = 2۸ ۱ ۳ 13 1 
1 نامز ب 4 للنقطة الت ھا ,2 5 
9 022 ۳ و کت 0۸ و لحب 21 22 ,و2 ربج تحقق من أن 24 حفيعي 
۴ = م6 sin‏ 3 2ب مر أجل كل عدد طبيعي و الطنعة ام Un‏ 
1 ۳ ین أن الما زببه) هندسية » ثم تحقق من أنه كل عدد 
3 +1 < و2 ۲ 4 
|2| = |2۵| طبيعي ۸ لدينار () o.‏ 
دمن أجل اي مرتبة مور يكون)النقاط 4 تنتمي لی 
5 = و<0 COS‏ القرص الذي مزکزه ی ف 2 _ 2۳+1-27 
3 5 ومنه = 8 اداثبت أنه من أجل كل ع طبییق 47 ¡ = ا ۱ 
> = و sin‏ ا طبيعة المثلث وبیرشیر04 | 
ومنه: 9 هبن أجل كل عدد طبيعي :1 تم ا لطول الخط 
A04142 e ous An A‏ 
1۲ المنکسر بر14_برك ..١‏ 
ان تا = (,2۳8)۲ وكذلك A-1‏ + .. + وم + 700 lr‏ 
ل ا وتو نز ا 1 2 بر ما هی نهاية المتتالية 
محسابری بدلالة :سس عبر عن با بدلالة 7 ما هي نهاية 2 
_ 1+1 
ون یگ 
0-1 
وت ار 
1 )3+ ورن -1) > ,5 
1 - 3 + 1 


1+1 


1- رن 
۷3 


یی ی و دبي . ” 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
جير الحل 


اتن ان ۶ تایه مبان م تعديد نسح 


لدينا کے ۳ 
۳ 
۷2 
1 
ومنه ‏ تشابه مباشر حیث وا + جه = "2 
تحدید.لعناصر : 
النسبةجا: 


“17 ۷2 |( +1) 
د ف 


2-أ-حساب 1 ' 22 ؛' 23 ۲ 24 
E‏ 
لدينا 2 = و2 و برد ر = 21 
تعيين .2 
ومنه بتعويض 0 = 11 نجد: 
+1 
20 > 215 7 20+1 
1 
1+ 1= و مد 2ے 
تعيين 27 
وبتعويض 1 = 7 نجد 
:+1 1+1 
کک سوه و" ۳ 22 ۶ 21+1 
ومنه 


را 2 + 1) 


(لان:1- = م۹ 
تعيين 23 


تعيين 27 
بتعویض 3 = 7 في العلاقة نجد؛ 


رگ +i 1 + i‏ 1 
0 2 2 ات 2 224 يبيغ 
1-1-1 _ ( + 1ع( دم 
ا ا يك شك وروم 
4 24 
2 
4 
1 
سس و 


التحقق أن 11 27 
بما أن 18 © <- = يج 


أي 24 عدد حقيقي 
تعيين النقط: 


ıı 


تبیاٌ»ان (,رية) متتالية هندسية 
لدینا ۰ 


+ 1 
د = اربیره| = وبیلا 


۷2 ف 


ره € اس 5 


12 12 


الا | سب = اراي > 
ومنه المتتالية (ربه) منتالية هندسية آسانها 


> 


تا رتسم وت _- 
3-إيجاد رتبه 0 = 7 حتى تنتمي النقط ,4 الى 
رس ادي مركزه 0 وقصت قر r=0.1‏ 
لدينا ارت = 2| سڪ = ارجا > 

Un = OA, اي‎ 


oAn 0 rr Un &/0,1 و‎ 


۰ 3 
05< 38 0 
ومنه باستعمال الدلة :17 
1 
min 86 > 5‏ 
12 
In ¥2) > 5‏ -- 1 ملام 
nln ¥2 > In 0.05‏ - 1 و[ 7۱ 


nin ¥2 > -1In 0.05 أي‎ 

4 - 5 هله‎ 
nz In ¥Z 

زمنه نجد 8.64 > n‏ 


العدد الطبيعي 1 هو 9 < و1۲ 
رمنه الرتبة هي العاشرة لأنّ من 


او ..... ۸2 .۸ .و4) توجد 10 نقاط 
4-أاثبات أن j‏ ع[ 355 
التب 3:09 سره سے 
+i‏ 1 
DT ~~ Zn‏ 2 - 1+(2 
1+1 2+1 
ج 
1 
ماك 3-32 
+i‏ 1 2 
زیزه 2 
1 ۳ 2 2+1 
eg. e LÊL‏ 
2 
( -201 5 
i(1 — i)‏ + 1( 
=i‏ 1-0( -1= 


لدينا 1- = || سح = م 
ولدينا 


ومنه 1 ت اجسفمك 


بما آن 27 +24 = ()2۳8 = ( موی دنت 


استنتاج طبيعة المتلث ,0۸4,4 


2+1 
Zn+1 > An+1 
Zn << An 


OAn+1 
AxAn+ı = OAn+ ي‎ 
أي المثلث متساو ي الساقين‎ 


1 6 ۸ 
ومنه المثلث An+1‏ 0۸4 مثلث قائم في النقطة 
ومتساوي الساقين 
4-ب-التعبير عن ,] بدلالة :7 
لدينا سبك +٠١.‏ يشقيق + يفيق = ا 
+ 2 - 23| + بعت 22| + |20 - In = [zı‏ 


4+۱ 


“+ |2, = 2n-1| 
2+1 270 ولدينا وج‎ 
2+1 
ومنه ہو2 = و2 - وبم2‎ 
يجو2ا‎ = 7. = liza = - أي بيجا‎ 


لدينا |ربیر| = | - وبیرء| ومن أجل قيم n‏ 
24 :7 نجد دل > |2| = ام2 - ىدا 
2 ازنجد ولا > |و2| = :2 - 22| 


n = 7-1‏ بن = اما = ]2-1 - ۳ 
ومنه لا ۰ ولا + U2‏ + ولا < la‏ 


a E 


و سرد 0 
11 1 ۱ 
5 )2 ۱ 
n 1-2 ۱ 5‏ 
حساب نهاية المتتالية (,,1) 
a (= lim 2 ١‏ 
1-1-0 ون + کم 
١‏ 1 
لدينا 0 = )$( im‏ لان: :3<1 > 1- 
سي ا د 
و = ln‏ و 


چا مب نیس 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


0۰ متتالية مقترحة رقم: 47 


الإسم على اليوتيوب: المتتاليات و البرهان بالتراجع رقم 31 
نعرف متتالية (,,,) المجموعة ]8 ب: 2 ح ود و 
من أجل كل عدد ۰ 3 + 2۸ = 211 - ہا 
1-برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۾ » 

2n +1‏ ت "2 = u,‏ 
72 (,رنة) متتالية معرفة على [] ب: 
لب ۳ yg = U,‏ 
2-أبین أنه إذا كان 2 ج ع ؛ فان المتتالية (7n)‏ 
تكون متباعدة 
2-ب-أثيت أنه يوجد عدد طبيعي + ؛ تكون من أجل 
المتتالية (رن) هتكسية يطلب تحديد أساسها وحدها 
الاول 
2-ج‌احسب بدلالة ‏ المجموع ,رک حیث: 
Sn 2 Vo ۲9 ۲ ۰۰۰۰ Un‏ 

3-في المستوي المنسوب الى تتعلم تاد ومتجانس 
نعتبر النقط ۸ ۰ ۰8 6 و 6 حیث؛ 
3GB + AGC - 0‏ + 206۸ مع ۸ علد حقيقي 
عین ۸ حتی تکون النقطة 6 مرجحا للنقط ۸ ۸ 8 و 
6 المرفقة بالمعاملات و5 » رک » و رى على التژتیب 


كع الحل 


u, = 277 - 20 + 1‏ 
-من أجل 0 = «: لدینا 2 = وب و 2 = 1+ 2-200 
ومنه 1 + (2)0 - )27 = وا 
اذن:(:)ع محفقة من أجل 0 = 7: 
-نفرض أن (:) ۳ محققة من أجل كل عدد طبيعي :ر 
اي:1 + 2 - 2-8 = ب 
ونبرهن صحة (1 + )م 
أي:1 + (1 + 26 - 27*2 = وير 
أي:1 - 2 - 270۳۳1 2 u‏ 
لدینا:3 + 27 = 21+1 - بل 
ولدینا من الفرضیة:1 + 27 - "27 = راد 


بر 242 و242 
ومو ع ب ص ڪڪ پر پل 


2 
1 ما1 ۳ 22 واه 
1 وت 6۳20 2 بر 
ومنه:(1 + )7 محققة 1 + أي: 
1 + 2 - 27۸ = ده من أجل کل عدد طبيعي « 


السلسلة الفضية 
2-أ-تبيان أنه إذا كان 2 ع غ,فإن المتتالية (برند) 
تكون متباعدة: 
سحتی تكون (ن) متباعدة يجب أن يكون: 
+ = ار 


لدينا 
۲-1 ولا < رن 
0-1 + 1+ 2 - "2= 
(2 - )+ "27 = 
n - 1 N‏ ۲ 
ولدینا 20 9 8 5 2 i‏ 
ومنه 
0ع 2 دع ت + = (E - 2)| n‏ + ۰ 2 ار 
أي 2 عد ع 


ومنه:(,ن) متباعدة من أجل 2 ع غ 
2-ب-إثبات أنه يوجد عدد طبيعي ع تكون من أجله 
المتتالية (,,) هندسية: 
-حتى تكون (ں) متتالية هندسية يجب أن: 
1 .ا ع Vn+1‏ 
Un+1 + t(n + 1( -1‏ = جيرا 
U, 7 2211-3‏ 


1 -] +4 7 دس 
2 


vq = u + tn - 1‏ ومنه:1 + tn‏ — پل = با 
يومقة:1- ع + يبع + 272 < رورت 
1 1 
اك ای و 
إذن:[2 > + v1 = vy + tn‏ 
حتى تكون (,2) تتالية هندسية يجب أن: 
1 
و 9 gin +t‏ 
أي:0 ڪا د 
:0 = (2 -ع)2 +( 2( 
ومنة:0 = (2 + ہ)(2 -ع) 
0 < 2 + ومنه:0 = 2 ع آي:2 كھ 
حتى تكون (,,) متتالية هندسية يجب ان /تگون ره 
-إيجاد م7: 
1 - (۶)0 + وله = vo‏ 
1 < 2-1 - 


vo + vy + ۰۰۰ + Uy,‏ = بر 


و 


۰ 1 
4-1 2-1 


3 9 -2])2(۳ 5 1 


n+1_ 
Sn = ا‎ 3 > 


السلسلة الفضية متتاليات مقترحة 
۹w‏ ييي س سس ِ ج/ى/ # #س بيب 22 
3-تعيين ۸ حتى تكون النقطة 6 مرجحا للنقط 
۸ :8 و المرفقة بالمعاملات وك ,5 ورک على 
الترتیب: 


Wn = 6 - م2‎ 3 Un = Xn + Yn 
-بيّن أنّ المتتالية (,رمة) ثابتة و أن المنتالية (,س)‎ 
هندسية يطلب تعيين عبارة حدها العام.‎ 
4-إستنتج عبارة × و بر بدلالة 71 ثم عين‎ 

آ [[,ماذا قستتتج؟ 
im na iM, *n‏ ات 


2GÃ + 368 + 166 = Û 


4و + 
1- (1-)2-- (1- ۳( 9-< ,و تست 
د [1- )| - ۳ ]-1-حساب ما يلي : (6)م ١‏ (62) ,۳ و 
2 2 1 
, -|1- ()]2-= رو (,6)م: احتمال ربح الشوط الأول 
حتى تقبل الجملة مجح يجب أن يكون: << P(G,)‏ 
1 0 # رک + وک + وى 2 
17 7 3 
0و دح + 1+2 
Pe, (62) = 04 G 2 4 4‏ 


22-3 + وج 
4 2 
5 = 266+ 303 + 267 
بالمقارنة نجد.2 = 1 ومنه: 
حتى تكون 6 مرجح الجملة 44 
So). )8: S1). (C; S2)}‏ :۸)) يجب أن يكون > = 1 


.2. متتالية مقترحة رقم:48 
ته ب: مواضیع مقترحة في الرياضيات في الاحتمالات والمنتاليات 
الإسم على اليوتيوب ع +12 
يقوم يونس بلعبة» بحيث حظوظ الربح هي نفسها 
حظوظ الخسارة في شوطها الأول. وتقبل أنه إذا ربح 


الشوطم‌الثاني الشوط الأول 


حیث ‏ تدل" علو“الربح و م تدل على الخسارة ومنه 
:6,)G2)‏ احتمال ربح الشوط الثاني علما أن الشوط 


اوه 1 ۱ 0,4 = (CG)‏ يوم 
شوطا من هذه اللعبة فإن احتمال ربح حيط وي لاول ربح مار 2 | 

۹۹ خی طا فار اح 1 0 رة 1 | 
له هو 0.4,وإذا خسر شوك ورن الاستنتاج (2ي7)6 ف (7)02 


سه الموالي 0 + ۱۱ 
1 عدد طبيعي غير معدوم؛ ,6 الحادنه يريج الشوط 
رقم م" و P‏ الحادثة "یخسر الشوط رقم 7 . 


۱ P() Ye NC) ۸۵۰۵ لدينا‎ 
ْ (و2)6‎ = << 0,4 + 7 )0,2( = 3 


2 
[-1-احسب مایلي؛ Pe (G2),Pq,(G2),P(G,)‏ ولدینا 1 < p(p2) + p(G2)‏ 
ثم استنتج (6) و (2)82 , 1-3 = p)62)‏ 1 = (وهام 
اسمن أجل كل × غير معدوم نضم. 7 = p(p2)‏ 


P(R) sx, = P(G,)‏ = هلا 
1-من أجل كل مر غير معدوم: عين قيمة 
Fo, (Pn+1)‏ و Pe, (Gn+1)‏ 
2-من أجل كل × غير معدوم: بين آن: 5000 
0.2 + ,0.4% = نت 
,0.87 + 0.62 = ۸+1 


3-من أجل كل × غير معدوم: نضع: 


المتتايات من لاف إلى الياء یساس لففی 


1 1 
0 


ومنه = ۱۷۶ 


[[-1-من أجل کل م غير معدوم تعيين قيمة 
Pn‏ +۸ ,م۲ و 3P (Gn+1)‏ + 


Pe, (Gn+1)‏ عبارة الحد العام ل (,۱۳): + W4"‏ = ,س 
0.4 = 1071-1 
)2(5 = 
4-استنتاج بر2 ویر بدلالة 11 
۱ 1= + م2 

a — 27 = Wn ره‎ 
۳ + 2 < 2 .....)1( 5 Pn+1 
62 - 2Yn = Wn ۰... (2) ۹ ۴ ارس‎ 


8x, = Wn + 2 بجمع (1)و (2) نجد‎ 
1 
Xn = g (Wn + 2( 


2 (2 E. 3 8) ومنه‎ 


7 اشوا الشوط م" 


Pp, (n1) = 0,8 
pé, (ony) = 04 


11-1 
2-11-البرهان أنه من أجل كل | ع 72 1+ 6 1 2 
RF 0,42۷ + 2‏ بو نت 1 5 
6سا سید 
لدينا (,,6)م = ,ند و (يرم)م = 7 منه وله 
د ورب لها سلكين في الشجرة و دنه + يکم 
وكذلك 08 + 06 = سر پیش 5 = یرل 7 وی < E‏ 1 
3-1-البرهان أن (,,) متتالية ثابتة ر 1+ )5( : i‏ 
حسب قاعدة العقد في الاحتمالات فإن 7 4 مر ا مالل 
۱ با 2 2 1 = FIR‏ 2 4 
ومنه (,ن) متتالية ثابتة _ د =٥‏ م(ج) عنم لان 2221 - 
البرهان أن (,س) متتالية هندسية: ومثه و 
تكون (Wn)‏ هندسية إذا کان: Wnr1 > Wand‏ 0 4 8 با 9 
لدبنا ÖXn+1 7 2Yn+1‏ < وبرلا Jn‏ لا 
6(0,4xn + 0 ,2yn) — 200,62 + 0, 8 Yn)‏ > 1+,۱۷ 1 
1 - 122 = 1.2 + ,2.43 - نا )5( 
Slim ]1 - 4 = 1,26 - 0‏ پر lim‏ 
۱ , چ 2 n oo‏ ++ 
(On 7‏ — = 
Yn‏ 3 10 4 1 
2W‏ 5 1 === 1ے 


الاستنتاع: لما يكون 7 7 بالقدر الكافي فان احتمال 


ومنه المتتالية (,,»:) هندسية أساسها 2 الخسارة يكون أكبر من احتمال الربح 


5 

وحدها الأول 2 - 6x1‏ = را 
1 

2 ت (0) = 
1 
2 


= p)۶( = 


0 


- 


لمال لا ۲ 55 57 د - ۰ ۷ 
لفضیه متتالیات مقتبسة من مواضیع أجنبية 


متتالية أجنيية , ة ا تست 
.123. ليه اج CZ]‏ رقم 01 1-ب-التخمين 
المیتروبولیتان 
000 المنتونوليان 2013 _ من الحدود الأربع الاولی يبدو أن المتتالية 
ين المتتالية العددیه (,رمه) المعرفة على ل ب (,رلا) متزايدة 
2 - 1 0 
37 4 2-أ-البرهان أن3 + :: > ,ںمن أجل كل عدد 
1 بي كت Un+1‏ طبيعي:1 


نبرهن بالتراجع المتراجحة 

نسمي الخاصية P(n)‏ المتراجحة 3 + ۸ > ا 
0- ,3 +250 و 2 = ولا 
إذن الخاصية محفقة من أجل قيمة ابتدائية 0 = م" 
نفرض أن ()2 صحيحة أي أن 3 + ۸ > ں 
ونبرهن صحة (1 + )2 صحيحة 

أي1 + 3 + 2 ک u1‏ 


ز.-احسب كله هم 111 ولا رولا و ا 

إب- اعط تخمینا حول اتجاه تغير المتتالية 

[.أ-اثبت أنه من أجل كلخ عدد طبيعي :7 
up Sn (3‏ 

:ب-ائبت أنه من أجل كل عدّد طبيتقي ور 


Un 


1+1 7 Un e (+3 - a) 


زب استنتج اتجاه تغير المتتالية (يجلة). یا مرو اون 
3نضع (,رنة) المتتتالية المعرفة على [ ب (3+ اج كيلاج ‏ 943 ک با 
vp = Up =n‏ 2 2 
3أ-اثيت أن (n)‏ متتالية هندسية اساسها ر 2 5 21 2 
اب متتتج أنه من أجل كل عدد طبيعي +7 LENT ETE‏ 
Od 3 37 5‏ 
585 (2)2 دين 3 > DU‏ 


1+3 +3 + 1 

لان 13 (m+‏ > ربیبلا جح 
ومنه (1 + )0 مَحققة 

إذن 3 +2 > اومن أجليكل عدد طبيعي 7 


[جاحس نهاية المتتالية (,ب) 
“عن أجل كل عدد طبيعي 1م غير معدوم نضع 
n‏ 


5 Di = Ug + U, F ١ إلا‎ 


k=0 5‏ 2-ب-إثبات العلاقة 
كن 7 Un‏ 
۳0 4ه - 5 + 
الم رک بدلالة و7 0 1 3 2 

5 د 1 1 
۳ كع الحل 1+ +n‏ بلاج = 
سس 1 
یت شك 16 ,ولا ,ولا 143ا )3+ (n +n‏ 3 7 
و3 1 0+12 5۱ + ولا > ولا بل - 3 +20 = 
am 2 14 2‏ 25002 
۲ 7 12+27 +1 »اح + zu‏ = ولا ر.ج‌استنتاج اتجاه تغير المتتالية (,۲) 
+ 1 
BZ 2 ۵ 7‏ ۱ ۳ == رز - 
لذ وود 2+1 ×+ u‏ = ونا لدينا Un+1 Un 0043 n)‏ 
ر3 194 3 ومن السؤال السابق نجد 3 + 7 ک يبلا 


ومنه ب - 2+3 > 0 


السلسلة الفضية 
أي 0 2 Un+1 - Un‏ 
ومته (Un)neNn‏ متتالية متزايدة. 
ETE ٩‏ ۳9 2 
3-أ-إثبات أن (,,) متتالية هندسية أساسها ۹ 


Un - (n +1)‏ = بيرت 


1 
وس د 1 
(n >‏ 2 = 5 - بلاج = 
2 
0 ۴ < ۷+1 


ومنه (,/م) متتالية هندسية أساسها 2 = ۾ 


3-ب-استنتاج أن ورد 2( 2= Uu,‏ 


لدينا (vn)‏ متتالية هئدسیه وعنه 170.07 = ,۷ 


n 
0 37 
Un = Un tn ولدينا‎ 
2: 
4 = 2*)2[ عل‎ 7 
3-ج حساب نهاية المتتالية (, 0 7م‎ 


2 n 
۶ pt - g2) +7 
5 21 لدینا‎ 


۰ 


ومنه 0 = (ج) ال إذن + = بل 
4-أ-كتابة برک بدلالة 70 

Sn = ول + ولا‎ ۲ ۰۰۰٩+ لا‎ 
2 ++ (2 ۰۱۰ 
S, = 2(1 + ()+..+ 69 + )0 + 1+..+( 


2 11+1 
1-5 _nn+D 
n = o 6 4 حو‎ 


12-8 
n(n +1) 


2 n+1 
رک‎ = 2x3» (1- و‎ ۳ 5 
ب( مس‎ 


4-ب-استنتاج نهاية (,7) 


Sn _ 1 2۱۳۳۱ n(n +1)‏ 
۱ ۳ ماج 
21 6 
ر و 
11 : 1 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
کور ان 6 _ 
2n‏ 3 2 


222 3 2 
7+1 
لينا 1>2>1-ومنه0 - (2) im‏ 
Sr 5‏ مور 
إذن E‏ 


n¬++oo n2 2 


2 غيانا الاستوائية 
1 
u > 2‏ 
1 كك 
Un+1 7 an n‏ 


7 غير معدوم ب 


1-أحسب 142 ؛ ول ف U4‏ 

2ا-أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم : 
فان كل حدود المتتالية (ببه) موجبة تماما 
2-ب-أثيت أن المتتالية (بببت) متناقصه 

2-ج ماذا یمکننا استنتاجه بخصوص المتتالية () 
3-من أجل كل عدد طبيعي:غير معدوم 

vy = 5 58‏ 
3-أ-اثبت أن المتتالية (,,نه) هندسية مع تعيين أساسها 
وخدها الاول رن 

3-ب-استنتج أنه من أجل کل عدد طبيعي غير 
معدو مآ 
n‏ 


2 


1 
4-لتكن الدالة هعرف في المجال ]0+ :1[ به 
2م - f(x) = Inî‏ 
4-آ-عین نهاية المتتالية ۶ عند يمو + 
4-ب-استنتج نهاية المتتالیه (ييه) 


المیتروبولیتان 2013 
نعتبر المتتالية (برده) المعرفة على لا ب 
PE‏ = يرجهلا 
2un + 1‏ 


نقبل أن من أجل کل عدد طبيعي ۸ .0 < پلا 
1-أ-احسب كلا من U3, U2, U1‏ 119 
يساوي 4 فان 1 - ,,ه و "(1-) نفس الإشارة. 


4250 ( 


رح 


.4 متتالية أجنبية رقم 02 | 


رد۔اثبت باستعمال البرهان بالتراجع أنه من أجل كل 
ید طبيعي ۸ يكون 1 - »ا و1(7-) نفس الإشارة. 
رہن أجل كل عدد طبيعي :7 نضع للك = ہر 


7 unt1 
زاثبت أنه من أجل كل عند طبيعي ۾‎ 
41د با‎ 
۷۰ 3un +3 


زب‌برهن آنالعتتالية,(برن) هندسية اساسها 2 
[جنقبل أنه من أجل کل عدد طبيعي ۸. 


Pn 
۷072 - بو‎ 
.عبر عن ربد بدلالة 7 واحسب نهایّة المتتالیه (ررنه)‎ 
بعر الحل‎ 
U43 U3, U2, U1 ۔حساب كلا من‎ 1 
Uo + 2 22 4 
1-5 < سس‎ 2-00 
۱ 2003-1 22*1 5 


- = ول 
3 13 5 1 +22 
14 
T2 40 13 40‏ = 
E‏ - 3 
41 41 13 1 2×3 
40 
2_ 104 4112 58 
121 121 41 20+1 
به تحقق أن ل 1 - ب و "(1-) نفس الإشارة 
جل 4 > ور 
ل بوسحم وت یی ریسم 
0< °(1-) 4 0 < 10 - ولا 
کت و 0< 1 - 11 
1 و 0> 1 - 1 
017 ب 128 با 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


211 
۳ ۱۱۲2-21-1 


` unt 


2un+1 


1 - يبيبلا 


راینا أن ل1 - ود و 1(0-) نفس الاشارة ومنه 
الخاصية محققة من أجل قيمة ابتدائية 0 = 1 

نفرض أن الخاصية محققة اي أن ل1 - بريه و *(1-) 
نفس الاشارة وتبرهن أن الخاصية محققة من أجل 

1 + 2 اي أن ل: 1 - ,يري و 1(**1-) نفس 


الاشارة. 
CÊ‏ و 
Un+1 2 + 1‏ 
1 
ثت 1+ (u,‏ = 
(un ‘2 +1‏ 


وبما أن 0 > Un‏ فإن إشارة 1 - n+‏ من إشارة 
(1 - »)- ولدينا من الفرض إشارة 1 - »ا من 
إشلاة”(1-)ومنه إشارة1 ¬ با من 
|شار:*(1)- 

ومنه من إشاوة 1(”"*1-) 

إذن الخاصية محققة من أجل 1 +1 ي _ 
واخیرا 1 - ویدیو *(1-) لهما نفس الاشارة من 
أجل كل عدد طبيگي غير معدوم 71. 

2-|-اثيات انه من ,أجل کل ۱۱ ع ۰ فإن: 

1 = و۷ 


2 + يبلا ۱ 
S-111‏ . 
2+ 1+ وبیرلا - 

1 7 1 272 
2un +1‏ 1 - 2 - 2 زیلای 
ا 

Un ۲ 2+ 2u, +1‏ 1+ بلا2 
a at‏ 
وج زج ۳۸۵ 


2-ب-البرهان أن (_ن) متتالية هندسية أساسها 3_- 
un +1 _—(un - 1(‏ 


للد —— يله = 1 
3u +1)‏ 3+3 ۶ 
میب 

3 1 


السلسلة الفضية 


1 
1 = ۷+1 
ي 1 
ومنه (,ن) متتالية هندسية أساسها < - 
2-ج التعبير عن (,,::) بدلالة :7 
لدينا زد متتالية هندسية أساسها ج - = م وحدها 


11-1 __ 
الأول 10 0+1 5 100 
7 1 لح _ 
/ 3 2+1 
اا ا و * 16-2 
ومنه ENES‏ )+ > و۷ 
1m” 3‏ 
ولدینا وی = لا 
)14 
5 ¥ > 
3١ 3‏ 
عصياب توا تال یاه 
لدینا 1 > <- > 1 
117 8 
وفته 3 -) im,‏ 9 
1 1 ۰ 
1 ملد - 3 + lim u, = lim‏ 
زود 


lim u, > 1 
n+ Foo 
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6 المغرب 
نعتبر المتتالية العددية (برهه) المعرفة بما يلي: 
3147 - 
2 > ونا ل Un+1 > su,‏ 
58 (3- رد)4 
1تحفق من أجل 2 Un+1 > 3= E‏ لکل n‏ 


من 8 ثم بين بالتراجم أن 3 > هه لكل :7 من N‏ 
2-لتكن (,,نه) المتتالية العددية المعرفة بما پلي: 
1 


Un 7‏ 
۳ 129 
لكل :7 من لا 
2-ابین أن (,ن) متتالية هندسية اساسها 2 ثم استنتج 
ان (2) = aa‏ 


الل ااي 


ea I ۱۲ 
4(un=3) -التحقق من أن‎ 1 


(ب-3) +2 2+(3-u‏ =3 1+1 
۳ 33ے و 
2 . ع Un+1‏ 
صلذة +5 1 حون +3 _ 
5-1 
2+41 1- 
5-۱۸ 35 
4(un =3)‏ 
2+(3-un)‏ 
البرهان بالتراجع أن 3 > u,‏ لكل neN‏ 
من أجل 0 = «صحيحة ءلدينا 2 = مله اذن 3 > م« 
ليكن :7 من لا 
نفرض أن 3 > ,به صحيحة 
ونبیّن أنَ 3 > .بيه صحيحة 
لدینا 3 24 
ومته 6 سح 0 > 3 - را 
و 0 > u)‏ - 3) +2 
اذن 0 > 3- وما صحيحة 
ومنه 3< 1 
حسب مبدأ التراجع نستنتج تج أن 3 > بريه من أجل كل 
6 7 
2-أ-تبيان أن (,,ب) متتالية هندسية 
EE‏ -3 جح - 


3+un—(5—un) 
3 (5 11 (-)3 +n) 
2 


کے ے 
12-41 
لوف 2ت 
(لم-2)3 
1 
إذن المتتالية (,رن) هندسية أساسها۳ 
وحدها الأول 1 - 2 = > 
تحديد حدها العام: 
vn = 007‏ 


2-ب- تبيان أن بر 1+3 


ET‏ عا امم 


2-ب-بيّن ان ر نك > ,رده لكل « من لا ثم اکتب لدینا 1 - يرلة = ہپ جع تساه با 
بدلالة 
Un n Un‏ + 7 لا جح 1 عد 317 5 
2-جحدد نهاية المتتالية (,,؛ة) )1+ 3v, + 1 = un (n‏ ك 
}252{ 


۱ ة الفضية 
۱ 1 + ,31 
7 و > n‏ ص 
3n +1‏ 
3n +1‏ _ 
ان 1 Un‏ 
n‏ 1 
)3)2 
الحد العا 124 
له ۳ یج ۰ 
Be‏ ا ا لس سي بع م 
.ج تكديد نهایه (,نه) 
7+ 3 
1 - تمس صا[ = 1 
Un lim [ (4ı‏ مب 
5 3 1 
أن 3 9 9 
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الدورة الاستدراكية 2016 المغرّك 
نعتبر المتتالية العددية (ببده) المعرفة بمايلي: 

2= د ور + لاح = ہہ لكل م من لا, 
مين بالتراجع أن 1 < ,يبه لكل :د من ل8. 4 
ب تحقق من أن (1- (n‏ ود = n1 n‏ 
1-جہاستنتج أن المتتالية ( Ck‏ متقارية 
تكن (,ت) المتتالية العددية بحيث 1 


يبلة = يرقا 
من لا. 
2-أسبين أن ) (Un‏ متتالية هندسیه 3 أساسها - 522 2 واکتب 
ا بدلالة ور 


2جدبین أنْ '() +1 = ييه لكل » من 8 ثم 
حدد نهاية | لمتتالية (un)‏ 


.8. متتالية أجنبية رقم 06 


۳ بولينيزيا 2013 
تكن المتتالية (ببدد) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي 
ا[ ب: 


ع سم 
n = .‏ 


3n 
وجلا‎ > oun لایس‎ 
حسب كلا من ړا و وله‎ ۳ 
مین وین ال تنج يت‎ 
Un > 0 
Un <1 :۸ ر ن أجل كل عدد طبيعي‎ 
تان ن المتتالية (.») متزايدة‎ 


ن المتتالية (un)‏ متقاربة 
شد 


المتتاليات من الألف إلى الياء 
3-لتكن المتتالية ) (un‏ المعرفة ب پو = Vy‏ 
Un‏ 
3--أثبت أن المتتالية (رن) هندسية آساسها 3= 
3-ب-عبر عن المتتالية (,,ن) بدلالة م 


3-ج-استئتح چ نمی أجل كل عدد طبيعي ۾ یکون: 
"3 


1 +3 
5-احسب نهاية المتتالية (un)‏ 


U, = 


۱ ۰ متتالية أجنبية رقم 07 


الدورة الاستدراكية 2017 المغرب 
نعتبر المتتالية العددية (un)‏ المعرفة بمايلي 
7 = ولا و 12 + un‏ = ربمن لكل :7 من لا. 
1-أ-بين بالتراجم أن 16 4 ,1۸ لكل :1 من لا 
1-بسبيّن أنّ المتتالية (1) متناقصة واستنتج أن 
المتتالية (برية) متقاربة. 
2 لتکن (,,نة) المتتالية العددية بحيث 
6 - برلا = ,7 لكل 7 من . 
مأبین أن (n)‏ متتالية هندسية, 
ستنتج أن ١‏ ) + 16 = يبه لكل « من ۸ ثم 
جدد نهاية المتتالية .(Un)‏ 
2 دحددیاصغز قيمة للعدد الصحيح الطبيعي ۾ التي 


يكون مق اچلها 16.0001 > بل 


2سنب-أس 


جنبية رقم 08 
الكؤزة“الاستدراكية 2015 المغرب 

نعتبر یلیر العددية يعبر (,إ2))المعرفة بمايلي: 

Sun 

5 < بل و 2 7 بل = رہہ لكك رامن *لر 

لابين بالتراجع آن 2 < ۳۹ 

2-نعتبر المتتالية العددية يرع,,(برنة) المعرفة/يما يلي 

3 = ,ينه لكل 7 من *ل. 


= وہ وت لكل 7 من "۸۲ ثم بیّن ]3 
المتتالية ê Yee‏ متتالية حسابية اساسها 1 
2۔ب۔اکتب ہن بدلالة 7 واستنتج أن ے + 2 = n‏ 
لكل « من * ل 


e Un ۳ 


السلسلة الفضية 


. متتالية أجنبية رقم 09 


نعتبر المتتالية العددية (,,:) المعرفة بمايلي: 

= دب لكل « من . 

1-بين بالتراجع أن 1 < ,یه لكل 7 من ل. 

ES 

ع يي = ,مه - 1 لكل ۸ من لا 
تت أن 0 < ,ند 1 لكل بر من 1 

| = يبه لكل :7 من . 

ديا ای (,,جة) متتالية هندسية ة أساسها < 

اكتب (n)‏ یلاله م 

3-ب. بین آن 0 = „im,‏ ثم استنتج نهاية 

المتتالية (يرنه). 


13 
3 = 1و ال 
۵ و 


۰ متتالية أجنبية رقم 10 


الدورة الاستدراكية 2010 المغرتب 
نعتبر المتتالية العددية (un)‏ المعرفة بمايلي: 


لكل 7 من ۸. 1 


1بیّن آن 0 < ,رمه لكل 7 من . 

2بین أن u‏ > ہہ لكل ۸ من ٩‏ 

3- بیّن أنّ المتتالية (») متناقصه وأنها متقاربة, 
4-- بين بالتراجع أن 6 > بريه لكل :7 من .N°‏ 
4-ب-حدد نهاية المتتالية يرنه 


۰ متتالية أجنبية رقم 11 


تونس تقتي رياضي 2015 
لتكن المتتالية (ں) معرفة على 0 ب 


0 > و 
لا ع1 E‏ 
لك 2 7 Un+1‏ 


1-ا-أثيت بالتراجع أنه من أجل كل [ ع 7 
Un > ۷2‏ 

1-ب.أثبت أن المتتالية (,,:) متزايدة 

1-ج‌استنتج أن (,,) متقارية وحدد نهایتها | 

2-نضع من أجل کل !۱ 7 


Un 
U, = 


له — 2 


المتتاليات من الألف إلى لام 
27-أ-تحقق أنه من أجل كل ۸ ع 7 
۷2 
75-5 
2-ب-استنتج أن المتتالية (vn)‏ حسابية مها ] 


VUn+1 7 


2-ج-عبر عن ,7 بدلالة :: و أثبت أن “ثلا 
3-ليكن من أجل كل "!۱ € 7 

Wı + Wa + ۰۰۰ + Wy‏ = جک تاها - ره 
3-ا-اثبت أن (1 + :)12 - 12 Sn‏ 


ln 7 1 


Sn 
lim عب دأحسب ۶ لك‎ 
71 م + ب‎ 1 


| .134. متتالية أجنبية رقم 12 . ' 


كاليدونيا الجديدة 2013 التعليم الخاص 
لتكن المتتاليتان (,,/) و (بت) المعرفتين ب: 
0 = وت و اخ د 


al, +‏ 
2ح ولا و كك ك ےن 


1- أ- أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي :7 


۷+1 > 


5 
V(n+1) 7 Un+1 - 17 (n - ttn)‏ 
1-یسمن اجل کل عدد طبیعی :1 


Wn = 8 ) 22 ر‎ 

۱-2 كرانيت أن اما (un)‏ متزايدة و المتتالية 
(vn)‏ متناقطة 
سکنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ و 
un > 10‏ و 2 2 ih‏ 
2ج استنتج تج أن کا (un)‏ و (u)‏ 
متقاربتان 


3-أثبت أن للمتتاليتان (,,/6 و (س) نفس النهاية 
4- أ- أثبت أن المتتالية ( (tn‏ المعر فة ب: 
4Un‏ + 3 = ,بخ ثابتة 
#4-ب- واستنتج أن ا (يرن) و هي 
مت" 


2ب ا 


بجر الحل 
1-ا- إثبات أن ره - بر مر تاه 
سے ا ...با 
با + لام 3۷ + Un‏ ۰ 
7-۳ الي اد = وپپلا - 
9 + برلا4)2 - ( 3 + ۳ 
12 


{254} 


TET‏ المتتاليات من الألف إلى الياء 
12 5 وه 0 = ونا > ,را 
کے 0 > ,را 
1g (r n)‏ = و 10 > vq‏ ک u,‏ 
معد 5 و کک کے | اود < 
یه (ثبات أن: 6 8 = Wn‏ 2 س 10 5 U,‏ 1 
کی 5 مج استنتاج أن (,,ت) و ,یه متقاربتان؛ 
نا at!‏ ۲۶31۱ 7 يميرلا لدينا (1) متتالية متناقصة ومحدودة من الأسفل 
tn)‏ - )و - ی 2 إذن هي متقاربة نحو نهایتها ] 
5 لدينا ,ره متتالية متزايدة ومحدودة من الاعلی بالعدد 
۱ 7 < 10 لان هي متقازية نحو نهایتها '] 
رمنه س متتالتة ون أساسها - و 3-اثيات أن ل (ررت) و ,يد نفس النهاية: 
,جدها الأول Wj = 70 - 14 = 10 - 2 < 8: Wo‏ يما أن (un)‏ و (Un)‏ متقارباتان فان: 
يله حدها العام و ودج ور rt‏ الل - 1 - بل 
6 8 ح wn‏ لكيه 8" ۱ 
12 و منه 2+۲ - 
. أ اثبات أن المتتالية (ا) متزايدة ۲+ 22 31 
E‏ ومنه Ez‏ 
Un ۳‏ ]1 = 1 
eM OOO e E, E EE‏ 1 
3 ومنه المتتاليتان (,رنة) و (,:ة) لهما نفس النهايات بكي 
Wn‏ لا - بو Up - 3U,‏ + ,210 ساسك ی ۱ 
بي 9 ا <] 4بأ-اثبات أن (,ع) متتالية ثابتة 
5 5 _- وتاك + يبولاة = ربب 
ليا 0< 6 8 = i Un + 39 ۶ Wn‏ 4 2 3 
۱ سس( سس 32 < رغ 
TET ۰ e u2 8 _‏ 
ان المتتالية (,ر,ة) متزايدة لما ۸ © م اللي نكي عمد 
لباك أن اماد n‏ = يجي 
u 9‏ مت ه دا 
ف المت د لكا ومنه (,ع) متتالية ثابتّة 
2 4 
د سبد استتاج نهلية كلوق ياي ,لا هی 
Un -< Vn - 1‏ ۳ لدينا 
x 2 + 4 x 10 2 = = o)‏ 3 = و4 tf EBA‏ = با 
ty = 46 1‏ 
0 3 مع ۲ ع n‏ 
5 ای مه ۱ 
له (رنت) متتالية متناقصة لما ا € 7 6 = (,ت4 + یزار ۱ 
تبداستتاع أن 10 > با و 2 ۰2 6 = ولاك 3n + lim‏ رن ظ 
نا رده متتالية متزايدة ومن أجل كل | € :7 46 = با HM, un + 4 lim‏ 3 
,هزه = ولا > Un‏ 6 = ]4 + /3 
۱ 2 > رل 6 = 71 
نعلم أن 0 > Wy,‏ 46 _ 
مله 0 < رده - با ۱ 
Un > Un > 2‏ ومنه 7 > im, Un‏ = ۳ ۳8 


Vv, > 2 9‏ 
تس (ما) متتالية متناقصة من أجل كل 8 € 7 
:۹ 


السلسلة الفضية 
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الإسم على اليوتيوب: 2004 كاليدونيا الجديدة 


لتكن المتتاليتان (tn)‏ و (vn)‏ المعرفتان من أجل كل 


Un+1tY 5 ۷‏ _ 
عدد طبيعي ۸ ب: 4 وتو گت = ررر 
ntin‏ _ 
3 <- و14 و Un+1 = Er‏ 


1-أحسب 111 ۹ 101 12 و 2 

2-لتكن المتتالية (,س) المعرفة من أجل كل عدد 
Wn = Up < Un TF‏ 

2 3 -أثبت أل المتتالية (,۷) هندسية أساسها 2 

2-ب-اعطي عبارة ,بربدلالة«وحدد نهاية 

المتتالية(س) ۶ 

3-بعد دراسة اتجاه تغيّوالمتتاليتين (») و (مت) ‏ 

أثبت أن المتتاليتين متجاورتان ؛ ما الذي يمكن 

استنتاجه 

4-لتكن المتتالية (بع) المعرفة ك تست = 

4-أ-أثبت أن المتتالية (,ع) ثابتة 

4-ب-استنتج نهاية المتتالية (,/) و (,) 


. 16 


الإسم على الیوتیوب: توتس 2010 علوم تجريبية 


نعتبر المتتاليتين (ں) و (يرنة) مرن چ 


an 1‏ = وب 
Un+1 = @Un + (1 - @)vn‏ 


Vo = 2‏ 
Cun + 60+‏ — 1( = هديرت 
حيث ۾ عدد حقيقي بحيث 1 > ۾ > 2 
1- لتكن(,,غ) متتالية معرفة على ب: 
ST‏ با 
1-- احسب وغ و غ 
1-ب- اثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي لا ب: 
")1 — 0 2) = با 
1-ج. استنتج نهاية المتتالية رخ 
2-ا- اثبت أنه من أجل کل عدد طبيعي ۸: ا > 
2-ب- اثبت أن المتتالية (,,ية) متزايدة والمتتالية 
(برنة) متناقصة 
2ج استنتج أن المتتالیتان (,) و (,رنة) متقاربتان 
نحو نفس النهاية ] 
2-د- اثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي : 
Un FU, = 3‏ 
و استنتج قيمة النهاية | 


متتالية أجنبية رقم 14 ۱ 


كر الحل 
1-أ-حساب و6 و »6 
1 < 1 -2 = ول - 10 = to‏ 
ملا - 9 = وا 
[وتا (:6 - 1( + uo + avo] - [aug‏ - 1)] = 
1 - 6 2 =( - 201 - 0-0 2+ 21-6 


tı = 2 0 - 1‏ 
1-ب-اثبات أنه من أجل کل عدد طبيعي ۱1 ب: 
0-1۳ 2) = رم 


الطريقة الأولی: استعمال البر هان بالتراجع: 
من أجل 0 = ۸ یکون 1(0 - » 2) = 1 = مخ مع 


دعم 

من أجل |8 ء ‏ نفرض أن (1 - © 2) = ,ع 
ونثبت أن 1 - e‏ 2) = يبيغ من 
0 


Vn+1 - Un+1‏ > وبا 
al‏ - 1) + يبلةه»] - avn]‏ + يبلا( © - 1)] = 
م2 (1 - 0 2( + au‏ 1-2( = 
Un)‏ - يرقة) (1 - 6 2( = 


ا(1- 6 2) = 
*(1 - » 1()2 - ی 2) = 
1ن 2) = 
ومته‌فان من أجل كل ۸۷ ع « (1 - م 2) - tn‏ 
الو وب" 
من أجل كل !۱ ع 7 


T Un+1‏ بو 3 میا 
un + avn] > nv. +) avn)]‏ -01] = 
وا au, + (2 a)‏ 1-2( = 
tem)‏ - يرنة) (1 - ¢ 2( = 


ب1(6 -» 2) = 
ومنه (رغ) متتالية هندسية أساسها (1 - ي 2) وحدها 
الأول 1= و۶ 
ومنه فان *(1 ٤, "- )2  -‏ صحیخه.من أجل كل 
neN‏ 
ا ا 
لدينا 1 > <a‏ 
2 > ه2 >1 
1 > 0-1 2 0 
۱ 1 > 2-1 > 1- 
إذن 0 = ")1 — lim (2 a‏ 
مه +ب-11 
ومنهكه | 0= 4( lim‏ 
ص + ب 


{256} 


[.أ.اثبات أنه من اجل كل ,ره > 
بين 20 [1--026 


e 
المتتاليات من‎ 


vn)neN >‏ ۳ ) ثابثة 


Un‏ ۲( ع ور 


النهاية ر لك (رت) و () متقاربتان 
ونه وبالانتقال الى النهاية 


Un = Vn أي‎ 


ج.ب-اثبات أن المتتالية (,,14) متزايدة 


في المعادلة 

vn) 3 
un F Vn نجد أن‎ i بتناقصة‎ 
الى‎ [un + 4 1 3 (Un) اتجاه تغين‎ 

py n e " جيبلا - وب ور‎ [aun + C1 yp ملا‎ 

n) > tn >0‏ - پم و تم | 
ùi‏ )1<( 23 2 
رمنه المتتالية (,رمة) متزايدة << 


)27,,( انجاه تغير‎ 
vy  ])1 - aun + QUA] - Tq 


۰ متتالية أجنبية رقم 15 


Vn+1 
ر‎ ۰ 5 >= (a "١ 4 1( (Vn 0 Un) 
عرف المتتالیتین (مم) و (,رن) پد‎ +a - 1t, > 0 
ان (1>ه©) 7= وا‎ 
5 > (an ۳ 2b,) ومنه المتتالية 000 متناقصة‎ 
۱ < 1 چ‎ E 
5 ۱ 3 2جہاستنتاج أن ںا و ,رمه متقاربتان نحو نفس-‎ 
6+۱ = 3 م20)‎ + bn) 1 1 النهاية‎ 


من أجل ع و نعتبر النقط ,4, و ,8 ذات 

الاحذائیات ره و وط على الترتيب 

1-عين النقط 40 ۽ A,‘ Bo‏ 8۱ ۰ (۸ و Bz‏ 

2-لتكن المتقاليةر(ہں) المعرقة ب ه - ,رط = لا 

من أجل کل ,عدد طبيعي 7 ۱ ۱ 

أثبت أن المتتالية (بيب) هدسية أساسها << و مع 

تحدید حدها الأول 

3قارن بين په و بط » درش اتجاه تغیر (ه) 

(bn)s 

۳ هذه النتیجه هندسیا ۱ ۳ 

أثبت أن المتتالية (بع) و (,ط) متجاورتان 

5لتكن المتتالية (بن) المعرفة ب: وط + مها 
م أجل کل n © N‏ 

ارس | المتتالية (,ن) ثابتة 

بنش سو ف كو تملك نفس 

-استنتاج أن القطع المستقيمة [8 ,مما 


# ي درن 
لينا مما يلي: من أجل کل ع و کا 
المتالية (») متزايدة والمتتالية (بزه) متناقصة 
و ۳ وا ىج 0 : 

im (a n) 8 1 _ ۱‏ 
دمنه المتتاليتان (,رد:) و (رس) متجاورتان إذن 
متكاربتان نحو نفس النهاية | 
2-أثبات أنه من أجل كل !۱ © « 
ا اي 3 = Un + Up‏ 
لطريقة 1-(استعمال البرهان بالتراجع ) 
n > 0‏ يكون 3 = 2 + 1 = ولا + ولا 
“ل جل ل ع م نفرض 3 = وا + ہلا 
رفن آن 3 1+ + un‏ من أجل 1 + ^ 

u, + ap]‏ - 1)] = وبا + رجملا 
[cun + )1- ava]‏ + 

= Un — QU, + avg + aun + Un 7 r 

3 = برقا حك Un‏ - 


n 


زمنه ز ۰ 5 7 - : أ ١‏ تب ۱“ 
برهن حسب نظرية البرهان بالتراجع نجد انك | المركز + , ..,. ز) متقاربتان 
ن أجل كل 2 ع ہر 3 = Un + Up,‏ 6 اثبت أن المتتالية (م۳) ب 0 2 هندسیا 


ماص 3 ۳۹ + هو هذه النتيجه 2 
2 (استعمال المتتالية الثابتة ) واحسب نهایتهما تم سر 
؛ جل كل لا ع ور لدينا 


لوقه + ريد( - 1)] = وپیرظ + يجنا 


00000 + [aug + (1 = avو([‎ 
: = Un + Vn تیه‎ 


السلسلة الفضية 


۰ . متتالية أجنبية رقم 16 


الإسم على اليوتيوب: تونس 2015 
1-لتكن اع و2 (Un‏ متتالية نفس 3 

حدها الأول 2 = 14 و أساسها 3 
1-أ- احسب ره 


n (‏ 
2- من خلال درإهة تغيرات الدالة 
× - 1 - + ب )م اثيت أن *م > × + 1 من 
أجل كل عدد حقيقي £4 
3- لتكن (,رنة) المتتالية المعرفة من أجل كل عدد 
يعي 7ب 
3-أ- احسب ون و رت 
3-ب. بيّن أنّ المتتالية (,,نة) متزايدة 
3ج اثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸" 
)ةي ے 17 

د 
3-د-أثبت أن المتتالية (ب) متقاربة 
4-لتكن / نهاية المتتالية (,رمه) 
اثبت أن ع > 1 > 1 


ه 


v= )1 LON ru) X .....» )1 + n) 


.. متتالية أجنبية رقم 17 


-لنعتبر المستقيم (0) والمرفق بالمعلم (01) 
-لتكن (,4) متتالية نقطه المستقيم 7 والمعرفة ب 
-۸0 هي النقطة ذات الإحداثية 0 
- 4 هي النقطة ذات الاحدائية 1 
من أجل كل عدد طبيعي :7.النقطة ر4 هي 
منتصف القطعة المستقيمة [ م ير4 :م4]. 
1-أ-عين على المستقيم (2) النقط 
Ao‏ روك Ags As, A4, A3, A2,‏ ف أخذ 10cm‏ وحدة 
الرسم, 1 
1-ب- من أجل کل عدد طبيعي ۸ ,نضع رم لاحقة 
النقطة As‏ احسب 2 d3,‏ رجا ,05 063. 
1ج من اجل کل عدد طبيعي :.برر المساواة 
التالية 
dn+1 1 an‏ 0 
سس = وببه 


2 
2- برهن بالتراجع أنه من أجل کل عدد طبيعي 7, 


58} 


المتتاليات من الألف الى الیام 


1 
dn+1 7 gn +1‏ 
3-لتكن المتتالية (برره) المعرفة من أجل كل عدد 
2 
طبيعي ۸ ب: و يب = ,9 


ا و ۰ 2 1 
-أثبت أن (رن) متتالية هندسية أساسها 2-. 
4-احسب نهاية المتتالية (,,نة) والمتتالية .(an)‏ 
ae‏ سے 


بع الحل 
1-أ-تعيين النقط على البيان 


3 


1-ب-حساب وه ,وت ,ع0 ریا 063 


1 1 1 

(ag + a) = 2(0 +1) = >‏ > = يه 

1 1 1١ 3 

7 = ( 5+ 5)1 - (يه + .)<< به 

1 1 = 

8 اه * 212 = به 
۱ جد- (2+ )2 - 1_ 
ی( 1 1 
2 161 2)3 =( + 2)4 = 4ه 


1-ج تبریل المساواء an+z = r1n‏ 
ج ىإ رة #2 ل 
ليكن 4 و8 نقطتان لاحقتاهسا ۾ ون على الترتيب إذن 
لاحقة نقطة منتصف القظعة"التتتتقيمة [48] هي 

a+b 


2 
ومنه فان اجه 
2 


«بیره من" أخل>كل من ع 1 
2-البرهان بالتداجع ان 1 + ,,ه 2 - =۵ 
7 برهان بالتراجع ان 1 + ھ2 - و9 
1 
01 1 1 20 


-نفرض أن المعادلة محققة من أجل م أي 


a 1‏ وت dn+1‏ 
ونبرهن صحة الخاصية من أجل 1 + ۾ أي 


2 


اا ي سس هه 
۹ 


dn+za 7 < g An+1 + 1 
الي‎ 7 gn + 1 


dn+1 - 1‏ = - 
2 + بم26- = ره 


1 
dn+2 7 5 (an + an+1) لدينا‎ 


27 
r1 ۳ 1‏ جر << وبیبه 
ومنه فان المعادلة محققة من اجل 1 4 م 
رفي الأخير نجد حسب البرهان التراخٌعان 


1 + ,0 - = وه من أجل کل عیل طبّيعي و 


3-إثبات أن (,س) هندسية 


Va = gn 


رمنه المتتالية (بت) هندسية اساسها < - < ۹ 


4حساب نهاية المتتالية (,«) 
مان 1 > 2- > 1 
i‏ 0ح بت lim‏ 
۳ 0 +۱۱۲ 
حساب نهاية المتتالية (,,©) 


lim بر‎ = 0 + [i 2 لدينا‎ 
1 11 سم سس‎ = 0 7 
۱ im, [an 3 


م 1-4 


2 
5 [lim “مه‎ 
+۵ 


۰ منتالية أجنبية رقم 18 


لتكن المتتالية (,) ذات الحدود المركبة المعرفة ب 


70 = 1 +i 
Zn ۲ ۳2۹ 
Zn+1 < 3g 
من أجل كل عدد طبيعي ۾ نضع ږن + ږ۾ = ج‎ 
حيبت‎ 


مه الجزء الحقيقي ل وط الجزء التخيلي 
185 


1-من أجل كل عدد طبيعي«اكتب , ,2 بدلالة,,» 

.Dو3‎ 

-استنتج التعبير عن روه بدلالة بره و وط والتعبير 

عن بيرط بدلالة ره و ږط. 

2-ماهي طبيعة المتتالية (,ط)؟ استنتج عبارة ,طا 

بدلالة « وحدد نهاية المتتالية (,ط). 

3-ا-نذكر أنه من أجل كل عددين مركبين 2 و ”/2. 

العلاقة المثلثية || + || > ['ج + 2| 

اثبت أنه من اجل عدد طبيعي 
|22 
[2n+1| > 9‏ 

3دبسمن أجل كل عدد طبيعي :رنضع |2| = ا 

بهن پالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸" 


n 


n 


2 
7 ب 
یم ين« > lanl‏ ۲ 
استنتج أن المتتالية ل(بره) متقاربة نحو نهاية يطلب 
سس تویسوت ل 
كالح 
1- كتابة 21 بدلالة په وط 


ibn + Jaf + 2‏ + وه 

== e 
3 

_ + af +5 

Se 1‏ و 

5 


Dn 
5 Aa 
Zn+1 = any + 1 لدينا‎ 
ant Jaf +b2 


Za+1 = , 
aS 


+1 + 1 Dast 3 71 
8 ومنه‎ 


ومن يرط) متتالية هندسية أساسها 2 = ۾ وحدها 


الأول ” 1 تا وق 
معناه الحد ألغام للمتتالية (,,) هو 
الوط = برط 
11 1 
(ج) = 
ومنه [7261 , 6 7 يرط 
-حساب نهاية المتتالية (,رط) 


3 
n‏ 1 
منه = = ۱ 
و 0 6 ال" 9 
معناه 0 = بط lim‏ ,۰ 


2 ام 2 71 | 22 
3-أ-إثبات المتراجحة 2 > || 


لدیثا zntlznl| _ |zn+lznl|‏ ا 
ل 0 لح و كد ۳۳ 
Zn lznl‏ _ 
3 
اا + zal‏ ۳ ۳ = 
تح ڪڪ E‏ > آدبم2| 
ASH ,‏ 
وڪ E‏ 


3-ب-البرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 


vz 7‏ (2) كل 
لدينا (وم) رم الخاصية ۰/2 (2) > يرل 
لدینا 2 (2) = 2۷2 امتا = ول 


۷3 0 > وبا ومنه (0)م محفقة 


ane 


ومنه المتراجحة محققة من أجل ” 
n‏ 
أي ۷2 () > بل 
محفقة ونبر هن صحة المتراجحة من أجل 1 + 


أي ۷2 ره > وبورا 


3 


n 
ln وأخيرا وحسب البرهان بالتراجع 2/: 6 گ‎ 


يصحت YT‏ ارو ۱ RT‏ 
3-جأثبات أنه من أجل کل > 7 کون > ,رما 


لدينا: إبره| = هل < و5 + جه/ = ينه 
ومنه اها > un‏ 

استنتاج أن (م©) التقارب نحو نهاية يطلب تعينها 
سمن السوال السابق نجد أن: 


۳ 
sans 
-1<<1 5 
ip, =° إذن‎ 


معناه وحسب مبرهنة الحصر نجد أن 0 = ي lim‏ 
۱ ۲ 0 + 
ومنه فان (ره) متتالية متقاربة نحو نهایتها 0 = 1 


الإسم على الیوتیوب: بونديشيري 2006 
المستوي الم رکب المتسوب إلى المعلم المتعامد 
والمتجانس»(2 ;1 ر]/نأخذ الوحدة في الرسم هي 
.Scm‏ 
نضع 2 = م2 ومن أجل كل جدد طبيعي . 
1i‏ 


2+1 7 


عدد حقيقي, 
وم ۸42,4140 روش فول 
2-من جل کل عدد طبيعي ۸ نضع ۳2 = U,‏ 


برهن أن المتتالية (,,؛) هندسية وعین حدها العام. 
3-من جل أي رتبه م كل النقط ,,4, تنتمي إلى 
ترص (/ مركزه 0 ونصف قطره 0.1. 
4--اثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي :: 
د Zn‏ 7 2+1 
2741 


-استنتج طبيعة المثلت OAnAn+1‏ 


الما ی ی 200 
۹ 


260} 


اكتب ln‏ بدلاله n‏ ۳ 
باهي ذهاية المتتالية (ا). 


ر الحل 


3 حساب کل من 23,22,21 Z243‏ 


:+14 
]ا - -ج- .2 - 2 


a_1 2_1‏ :+1 
(و- 21 +1) << *(1 +01 2 < + 1) سوت = وج 
7 [- 
:+1- _ .1:8 
وم 1 و2 
1 7-1 ]خر هس 
2 4 2 2 - 4 


رمنه +2 هو عدد حقيقي 


د 1 1/2 __اء 1ے |24 
5 = 2 
0 5 

"3 = |ی2|:< د = ا وبا = يجلا 
نه ا 2 a‏ 1 ح وحدها 
رمنه المتتالية س هندسية أساسها > = 4 و 
الأول 2 = وب 
خدها العام هو 

Un = وميه‎ 

1 n 

n = 2(7) 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


3-تعيين قيمة م71 بحيث النقط ,4 تنتمي إلى قرص 
و مركزه 0 ونصف قطره 0.1 


An € D + 0۸ > 0,1 + |2,| > 0,1 => up 
> 0.1 
1 


“< )4 
2 27 16 72 
0 < (2) ج 


In(¥2") > 12)20(‏ ب 
n‏ 
In(20)‏ > 2 م ج 
یم 230200 ج„ 
In 2‏ 
(لأن لا ع ) و < بره 
ومنه 9 = ng‏ 
4ا-اثبات أن ع - 21+17١‏ 
Zn+1‏ 
لد 2(1-i)‏ کے Zn‏ 1 2 2+1 
(1+i)(1-i) 9‏ 2+1 241 
+ -(-1)-1 < 
|| حت 2ح 2+1 
يي 2+1 
استنتاج طبيعة المثلث بي,0/,,,4 
5 2- 2+1 


۰ وبرت :أ = 2Zn+1 - 2n‏ 
ومنه کو2 x‏ |:| = امج - l2n+1‏ 
اكيت = ابره - 2+1 


27+ 
arg فيط‎ 7 
5 a 3 + 77 


2n+1 و‎ 


a(n f) - arg(2n, 1) = Z + 2k 
2 


argh - z,) = Rn) + 2 
2 
)2:+:0 ومنه 2 + 2 = (م4 وب‎ 
(OAn+1, A-A )=& 
n+ 7441 = 2 3 ومنه‎ 


2(.... 20 ۱ 
زم و (2) نجد أن وبم 


وه تساوي الساقين في .An+1‏ 
كتابة ,1 بدلالة 7 
لاه ۳ بر * 5 
“+A, 14 0‏ + 4:42 + يك وك ln‏ 
هر ها 
=u = 2 9‏ 04 = پوس 
2 


۸ مثلث قائم 


سور 


السلسلة الفضية المتتالیات من الالف إلى الیام 


ك الحل 


1-إعطاء الشكل س للعدد a‏ 


- 8 + م عل 
1 . تا تاد بو ونچ 
Fr 2 Mtn =‏ ۷3 
: 2 33 و 
r 20/3 2 a EEE ETF‏ 
۰ متتالية أجنبية رقم 20 ۳ کاس كد 


الاسح على الیوتیوب: بونديشيري 2014 التعليم الخاص 5 
من أجل كل عدد طبيعي ۸ نضع ,۸ نقطة اللاحقة ف 
2 المعرفة ب 4 


20 2 و‎ 
3 3. 
Zn+1 - 0 “qn 


رف المتالية )بو = ۶ من أجل كل عدد 


IEE 1 

le‏ الشكل الاسي للعدد اد 
2-أ-اثبت أن المتتالية (,:) هندسية أساسها 
2-ب-استنتج عبارة ,7 بدلالة ور 


2-أ-إثبات أن (,,7) متتالية هندسية أساسها 1 


5/3 3 
Zn‏ 24۰ > آربمع| = يبر 


2-جماذا يمكن القول على طول ,,0,4لما :م 8 < ۱۶۱ اود > 7۵ 
لد ومنه (2) ×1" =r‏ ما 
يؤو 2 6 - hn‏ 

3-أ-اثيت أن المثلث OAnAn+1‏ قائم في An+1‏ 21 ۷/3 
3-ب‌نقبل أن n=) An 2 ٤‏ 


عين قيم ۸ بحیث 4 نقطة تنتمي إلى محور 


التراتیب, 2-ج القول على طول ,0۸ لما « يؤول ۰0+ 
4-عين على الشكل م4 ,4 ,و4 ,و4 مع إبراز خطوط من أجل جل عدد طبيعي و لدینا 
الرسح. 


۷3 
OA, = |برج|‎ > î = 2 


بما أن لاع كلاج وب 


۱ 2 القت یه 


E ۳‏ 
0 2 3 
رمنه 0۸ مت 


نه الط ۳ Ti‏ إلى الصفر كلما 
سس يب ل عسي 
س ’ے 


3 
OAn+1 = 1+1 سر‎ 72-19 3 0۸ =f 


3 3 
ار - |Zn+1 2 > E+ Zn‏ = يرك بيرك 
x 3 184 1‏ | 
ln * 4‏ = 
,2 1 
5 )+ ج ا 
كي وا ب 
امي و 
2 ۱ 
1 ۷3 
ak 6 2‏ 8 = 4 وبم4 ار Ant10‏ 
1 .. 3 
5 = )4 +( = 2 


ومنه وحسب مبرهنة فيثاغورس نجد أن المثلث 
OAnAn+ı‏ ثانم في .An+1‏ 
3-ب-تعيين قيمة +7 بحيث ,4 تنتمي إلى محور 
التراتیب 
لدينا 0> 003 re‏ = ر2. 
ن ((0) ع ,۸ معناه يوجد عدد ۸ 
بحيث 5-5 
f kr‏ ; < .11 

n= 3 + 6k 
7 = 3 + 6) رمنه مجموعة القيم " هي‎ 
#الانشاء‎ 


المتتالیات من الألف إلى الیاء 
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الاسئلة الثلائة منفصلة عن بعضها کل الاجابات يجب 
تبریرها 
1-نعرف المتتالية (,,::) ذات الحدود الموجبة ب: 
1 = !1 

Inu) = 1‏ = (يجرنت)ها 
هل المتتالية (ا) هندسية 
2-لتكن (ببه) متتالية ذات حدود موجبة تماما 
نعرف المتتالية (,س) من أجل كل عدد طبيعي ‏ ب: 

(ونت)صا - 1 = Wn‏ 
القضية (م) التالية صحيحة أو خاطنة؟ 
(م): إذا كانت المتتالية (رمة) محدودة من الاعلی فان 
المتتالية (,س) محدودة من الأعلى 
3-المتتالية (ریر2) ذات الحدود المعرفة ب: 
Zo = 2 + 3i‏ 


Zn+1 = (E Ff لد‎ 2 


من أجل اي قیم ‏ يكرن 10-20 > ای 
كع الحل 
1-البرهان أن المتتالية (ببه) هندسية 


€ N ليك‎ 
In(un+1) = In(u,) — FY 


gn(un+) یتایح‎ 


7 
ginfun)‏ 
Pat.‏ حا + 
1 بر 
بجلا ۳ 11 
۱ 


1 ۳ ١ 
3 ومنه المتتالية وخ (به) هندسیة أناسها‎ 
2-تبیان هل القضية م صحیحه‎ 


پوضع 
بو Vn S1 e‏ 
ومنه المتتالية برعم (يرنة) محدودة من الأعلى » و من 


جهة أخرى يكون 


| 1 
Wp = ما-‎ (i) =1 + (و + مه‎ 
„im, [1 + In(n + 1)] = 


lim w ح‎ 
مدب‎ 7 e 


السلسلة الفضية المتتاليات من الالف إلى الياء 
سے کے 
رمنه ماو )ینت میطود؟ من الأجلى .4. متتالية أجنبية رقم 22 ۴ 
3-تعین قيمة « بحیث یکون 107-20 > |2| الاسم على الیوتیوب: سنفال 2019 


تكن المتتالية المعرفة ب: 
عاد مد ۳ لتکن ية (,ه1) المعر ی 
e-2rdx =2 +i 6|‏ | ك i‏ 
1 
*(6/) + 69 = دی ر 
. 2 22 ل _ نیز ۲ اص 
۱ و 2 > 4 e‏ 4 3 دیب ال Un)‏ و 


S, = ولا‎ + U, + ٠٠١ 1_1 4-احسب المجموع:‎ 


۰ متتالية أجنبية رقم 23 _. | 


الإسم على اليوتيوب: بكالوريا جويانا الإستوائية 2010 التعليم الخاص 


الجزء الأول: 


3ت 3(۶) + 5 = اودا 


ومنه أجل کل !1 72 
1/6 2/. 
Jr‏ پم" )| > ادبمعا 


24 _- لتكن الدالة و المعرفة على المجال +٠٥]‏ :0[ ب 
g(x) =x - x n(x) 14 ۳‏ 
۱ 1 ۱ 1 -احسب نهاية الدالة عند ص +. 
22 = |برر2 
WO.‏ لوس 1-بتذکیر أن 0 ے ا lim‏ 


ص +ب] 


إذن المتتالية ناعم (| بر2|) هندسية اساسها ع ومنة -اثبت أن 0 = × n x1۸‏ 


۲ تنتج أن ف دج بیط 2 
15 ۶اشت ن مشتقة الدالة و على المجال ]0+ :0[ هي 
(ع) × امنا = اما , «سا- = () و 
NEE‏ 3-ارسعيجدول تغیرات الدالة بي 
چ = || الچزء الثائى: 
)۷2( 
لتكن (يريه) بالمتئالية المعرفة من أجل كل عدد طبيعي 
من أجل > لا > 1 بت = uf‏ 
1 13 
neN‏ - < 7 جب 10-20 < [zal‏ 1 سخمن بالاستعانة ر بالآلة الكاسيلة ما يلي 
(V2) < /13 × 10°‏ ب لكوك ملب 
2 
x 107°)‏ با (12))1/2جى 2-لتكن (بر) المتتالية سم فة من أجل كل ۱۳ ع 7 
(10) 201 + < (2) ہ1 بب 5 a‏ 
-ا-اثبت ل 7211111 = 
0 < (2)«الان ۹۹۹( جه 2-بہباستعمال الجزء ۹ یت اتجاه 
0 < ۸ جج المتتالية(يربه). ا 
N)‏ € « لان) 7  <‏ به 2-ج-استنتج اتجاه تغير المتتالية ( م 
ومنه قيمة ۾ هي 137 < ور 3-اثبت أن المتتالية ( بت جدود" 
4 ارت ار ن المتتالية (,رب) متقاربة وحدد نهایتها 


ض الحل کے 
الجزء الأول 


1-أ-حساب نهاية الدالة عند مور 


لدينا 2۲ ع 59 
منه 6۲7 — سه 
و [() تا تن N‏ ورن 
صل 1[ e‏ 
40ج 
۵ 2 وين “n‏ 


دا رسي د نیت پا 
1-ب-انبات أن 0 = lim xinx‏ 
د ستعمال تغيير متیر( ژباخذ 1 ومنه لما 0 ج بر 
يكرن +٥0‏ جاع ١‏ 
ومنه يكون لدينا 
06 1 0009.۰ 
10 - 1 = 1 خی ره اه 0 
xing i t i‏ خسن انجاه تغير (,ں) 
E,‏ نی من القيم الاولی لزس) يبدو أن المتتالیة 
جح کے 58 يبدو ان المتتالية ريج 
۲ 7 مالأ 1 متناقصة (” ( 
ومله ب 5 8 سس ج بے سے 
xin x = 0‏ ا 1-ب تخمين نهايه المنتالية (ببد) 
استنتاج نهاية و عند 0 مه ل من القيم الأولى ل(بريه) يبدو أن المتتالية زر تور 
نينا مما سيق 0 = عد زیر ہز إلى 0 أي 0 = يبنا 170 
و 0 - e‏ 2--رثبات أن سل - =n‏ پر 
۳ 0 لدينا *# , 
4“ 0= رصانع e" limx‏ 
معت 0 vq = In(uy) = In 6 = In(e™—1n(n™)‏ 
lim g(x) > 0 9‏ ۳ 
E‏ 2 - 1 < 
2اثبات أن عبارة مشتقة الدالة و 2-ب-تحديد اتجاه تل تاو( 
g(x) = -‏ لدينا (00 = Vn‏ ومن الشوال 3 من لايق 
لدينا احم الدالة و متناقصة على المجال + 1] ولدية 
O) aa 0‏ 1 + > 7 15 
دن 2ج[ - 1 = (2) '9 (1 +906 < )و9 
Vp > ۷+1 /‏ 
1 - 182 - 1 < () '9 ا 7 
عله دج - = هم او وونة و عتتاصة يتنبا 
ترسم جدول تغيرات الدالة و .2ه استنتاج اتجاه تیر (ی) 
ی * - = ماو لدينا (r)‏ هو معقاة و j‏ 
فده 8ه . نعلم أن المتتالية الاسية هي منتالية متزايدة و منه 
جل من أجل [1 :0 × يكون 0 < (2©) '9 وم ونعلم ل 3 ی و 
x €]1; +00]‏ ولدينا Un = In(ur)‏ 
يكين 0 > وی و Un = e"‏ 


دمنه رو متزايدة على المجال [1 :0[ ومتناقصة معناه . ما > من أي 0 > رل - 


وی ا Un+1‏ 
جال ]0+ ;1] ومنه (») متتالية متناقصة, تماما 


اض 


السلسلة الفضية 
3-إثبات أن (,:ة) متتالية م OTF‏ 
المتتالية (,,,:) متناقصة معناه ا > ۾ من ` 


محدودة 


2 لا" 1 
(u,) yn 6 ۳‏ منتالية مو لأن 0 < :م 
e‏ ۰ 
و0 < 7 ومنه 0 < ومنه 0 > U,‏ 
6 > را > 0 


ماه (tre‏ متتالية محدودة. 
4-إثبات أن المتتالية (,,:ة) متقاربه 


ان المتتالیه (به) منفارید .»م2 
لدینا (,26) متتالية متناقصة محدودة من الأسفل بالعدد 


0 ومنه (,8) متقازبة نحو نهایتها ]. 
-تحديد نهايتها 
لدينا 20027 722 
ولدینا من السوال السابق ەج (0) 9 ار 
۲ ست. 2 0 ه10 ۰ 
يه 0 ل 
ومنه نهاية(,,,:) هي 0 ایل کا „im,‏ 


.6. متتالية أجنبية 


> وهس 


رقم 24 


الإسم على اليوتيوب: بكالوريا جوان 2012 


الجزء الأول: 
لتكن الدالة م المعرفة على المجال ]+ :1] ب 
تت ات ۳ 

وب - (۲ 
1-ادرس تغيرات الدالة f‏ 
2-استنتج إشارة الدالة م على المجال 
الچزء الثاني: 
-لتكن المتتالية (Un)‏ المعرفة من أجل كل عدد طبيعي 


.]1: +] 


5 1 1 , 1 
> همست = لا 
1-أ-أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي :7 
Un+1 7 Tn = f(n)‏ 


1-ب-استنتج اتجاه تغير المتتالية (,ه) 


ناجل كل عدد طبيعي / غير معدوم أثبت أن 
1 1 1+ 
dx < 0‏ 3 - 6 
k x‏ 
استاج ان جڪ بره )2 03 


يت مايان )...+< Ink‏ = )1 + و 


أنه من اجل كل عدد : 
: 0 طبيعي ۾ غير معدوم 
2-ج-استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي 
معدوم يكون 0> 


س 


1 غير 
Un‏ 


1 سجس 


المت حت من الألف إلى الي 
3-برهن أن المتتالية (,)ة) متقاربة ر 


(لم يطلب حمر 
النهایة). ۱ 


0 یر الو سر 


الجزء الأول 

موز رز فاص N‏ شیر 
لاا n‏ 
-حساب النهایات 


1 x 
ا ہہ 1 او = )رو‎ 
lim f(x) = 0 
وه‎ 1 
f) 2+10 لينا (ج)‎ 
-حساب المشتقه‎ 
الدالة م معرفة وقابلة للاشتقاق على المجال‎ 
]مه+ 1] ودالتها المشتقة هي‎ 
x 1 
,مہ‎ 
) 4+ 1۶ 8 
1 5 FFE 
(#F1F ۰. (x + 7 
5 1 1 بر‎ + )x + 1( 


2 FD ۳ بو‎ + 1(8 


162 + 1( - 7 x1 


لل کڪ 
ر 2 + x(x‏ / 
لدينا ] 4766 ;1] ع عر ومنه ‏ 0 < 2 
دا 7 1 1 ۱ 
EET ۵‏ ومنه 0 > f(x)‏ 


إذن الدالة #”تنتزايدة تماما على المجال ]م6+:1]. 
جدول التغيرات 


2-استنتاج إشارة الدالة f‏ 
لدينا الدالة (») ۶ متزايدة تماما ومنه ومن أجل كل 


109 < im, /00 


f(x) < 0‏ 
ومنه ] دالة سالبة تماما على المجال ]6+ :1] 


۳ 


r 


الجزء الثاني 
ع ا ۱ چ دو ےد ےر 
1-أ-إثبات أن (62 / > ولا - يريج 


Un+1 7 Un 1 1 
1 1 1 بت‎ - 
])1+2 +51 (n + 1( 


1 : 7 
رها [-+: + +2+ 1)- 


4 3 + In(n) - In(n + 1) 


1-ب-استنتاج انجام تغیر (يريه) 

من السؤال 3 للجزء الاول نجد الدالة ۶ سالبة على 

المجال ]مه+ :1] ومنه گتن أجكبكل 1 < ۸ يكون 

f (n) <0 

ومنه من أجل كل عدد طبيعي‌مغیر معدوم « يكون 
Un < 0‏ - وبا 

إذن المتتالية (,:) متناقصة تماما 

2-أ-أثبت آن: 0 < مده (2-2) 1۳ 

من أجل كل عدد طبيعي م مستمرة و موجب تماما 

الدالة 2 - 2 ب #رمستمرة على المجال ]مه+ :0[ إذن 

هي كذلك على المجال [1 + 6 :6/] إذن التكامل 

+ +۳ مزج 

من أجل كل د حقيقي من المجال 0 16 

ولدينا 0 < 6 < ع اذن 2 > < 


In(k + 1( Ink > -اثبات أن:‎ 


k+1 
۱ م] = ع‎ 0+ 
x 


k 
= 1n(k + 1) = Ink 
1 5-5 dx > ولدينا‎ 
إن 2ك00)ما- (1+ع)دا‎ 
2-ب»إثبات العلاقة‎ 
1 


8 1 
الا ۰ 
2 القت فا ع ایوس 


لدينا من العلاقة (1) > In(k + 1) = In(k)‏ 
من أجل 

k = 1,In(2) (1)صا-‎ > 1 

k = 2,1n(3) (2)ها-‎ > 


حب > )1 - )ها - n(n)‏ ,1 - م = k‏ 
- > )ساح )1+ k = n,ln(n‏ 
بالجمع طرفا لطرف نید 
hn4) 1+ ۳ 1 5‏ 
ص وه 1- 2 


ره سوب ` 


لدینا اج 2 1+2 > ملا 


1 ومنه ومن 1 
ومنه 2-0 شب a‏ 
ذه 1 n k+1/1‏ 
دن 0 < dx‏ [- - : 
x‏ ۳ ۳9 ۳ و بد)شنات(1 + ممما 
استنتاج أن > ax‏ (2) 1 < 
۲ روا 512 
k+1 k+1 1‏ 1 171 58 2+1 
I E 1 e‏ وب 
dx‏ - - (ع| - 1+ ) ۶ 5 
n‏ 
k+1‏ ور 
و ]-2- 0 - ( in‏ 
% 
وبما | 8 E‏ صغر : In) < u‏ > 0 
ن 0 < عه (ذ-2) » ومنه n‏ 


0 < U, 


E a‏ تست 
دج ستنتاج أنه من أجل "۱۳ ع 0,2 < ا 
تجح 


المنتالیات من الألف إلى 


۲ 


السلسلة الفضية 


3-بيان أن (بربه) متقاربة 
لديئا المتتالية (برب) متناقصة من السؤال (1) 
ومحدودة من الأسفل بالعدد 0 من السؤال (2) ومنه 
نستنتج أن المتتالية (,,:) متقاربة, 


.۰ متتالية أجنبية رقم 25 


الإسم على الیوتیوب: بکالوریا تونس تقني رياضي 2012 


جدؤل التغیرات التالي هو لدالة م المعرفة على 


1-أ-اثبت أن المعادلة 0 = (») ۴ قبل حلا وحيدا ۾ 
حيث 2 - ه = (10)6 في المجال ]دوب :1] 
1-ب-استنتج إشارة الدالة م على الینجال: ]ده + :1] 
2-لتكن المتتالية پر( ا) معرفة ب 

1 = وبا 


97 8 < 2+ Inu)" ف‎ 

2-أ-أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي ‏ 1 
0 > با >> 1 
2-ب-أثيت أن المتتالية نوع د( ,ة) متزايدة. 
2ج استنتج أن المتتالية يرع,,(,ريه) متقاربة وحدد 
نهايتها. 
__ع 
كع الحل 


یساس یت سس سس اف سس 
1-آ- اثبات أن المعادلة 0 = ()م تقبل حلا وحیدا 

© حيث 2 - » = (18)6 في المجال ]00+ :1] 

من جدول التغيرات نجد أن 

]1: +00] مستمرة ومتناقصة تماما على المجال‎ f 
lim f و 6ح (ن)‎ f(1) < 0 ولدينا‎ 

f (a) أي ]+ :1] ع‎ 

ومنه وحسب مبرهنة القيم المتوسطة 0 = (0)/ تقبل 
حلا وحيدا © في المجال ]6+ :1] 


f(a) > 0 لدينا‎ 
2-0 + In (a) = 0 
In(a) = «a - 2 معناه‎ 


مهاسي ت 
1-ب-استنتاج إشارة الدالة f‏ على المجال ]مه + :1] 


۴ متناقصة على ]مه + :1] اذن:/ سالبة على المجال 
]+ :6] وموجبة على المجال ]ه :1] 


لاا سس سسسب سا 
2-أ-اثبات أنه من أجل كل N‏ © 7 © > ,1 > 1 


المتتاليات من الألف إلى الياء 


نثبت بالتراجع المتراجحة ۵ > پا > 1 :(10) 
من أجل 0 = 7 ,© > 1 > 1 و 1= ونا 
e‏ © > وبا > 1 ومنه (7)0 محققة 
من أجل ۸ € ۸ نفرض أن © > وا > 1 صحيحة 
ونبرهن صحة (1 + 02م أي © > ہا > 1 


لدينا SQ‏ ببلة >> 1 

إذا (۵)ظ۱ > يتما > In(1)‏ 
In(a)‏ + 2 > بل 10 + 2 > 2 

ولدينا مما سبق 2 - In(a) = a‏ 


ومنه 2-2 +2 > (ررنة)ط!ا + 2 > 2 
+In(un) > ۵‏ 2 > 2 > 1 
0 > دبلاک 1 


أي (1 + )م محققة 
ومنه وحسب البرهان بالتراجع نجد أن ۾ > رنه > 1 


عن اجل كل اام ۳۳۳۳ 
2-ب-إثبات أن (») متزايدة 
من أجل کل neN‏ 
لدینا ر - يرلة 1[ + 2 = ا ب 
f (un)‏ = 
لدينا 4 > 1Sun‏ 
ولديثايين السؤال (1) ب الدالة م موجبة على المجال 
[1:2] * 
ومنه فان 0 :)م إذا 0 2 Un+1 - Un‏ 


ومنه المتتالهة ربرره) متزايدة 


-المتتالية (un)‏ متزايدة“وميكدوذة من الأعلى بالعدد ۾ 
9 هي متقاربة نحو نهایتها0: 
تحدید نهایتها ۾ 
ف - (ببت) متقاربة فان 
* مالل - دمم 
7 = (4)م] + 2 
1n(0) =€ > 0‏ + 2 
© = هك 0( 


lim un 2 0 
ب و‎ + 0 


ومنه 


إذا 


اس اک تانیرمت 
(4268 


السلسلة الفضية 
.148. متتالية أجنبية رقم 26 


الإسم على اليوتيوب: باك نقني تونس 2016 

1-المنحنى (۲) الدالة و المعرفة على ]0+ :0] في 
مستوي منسوب الى معلم متعامد ومتجانس ب: 

f(x) = -x + In(1 + ×) 


بالقراءة البيانية برد أنه من أجل كل إعدداطبيعي 


حقيقي ]۰0+ :0] © × 

In1 + x7) > x يكون‎ 

وص اا و ر 
8 و 


1 
>In(1 +u2);n € N‏ = يجمه 
Un < 0 ۵ 1‏ 
2-أ-أثبت أنه من أجل كل ۸ © :7 ن يكون n‏ 
2-ب-اثبت أنه من أجل كل ۱۷ ع 7 يكون 


1 
Un+1 = 3 Un 


2-ج-استنتج أنه من أجل كل 8 © :7 يكون 
3/117 


2 2 
2-د-إستنتاج أن المتتالية (,بة) متقاربة و 
نهايتها 1 
3-ليكن (,5) المتتالية المعرفة على لا" 
ميم ,۰۰+ o Fu‏ سوا 
3-ا-اثبت أن المتتالية (برک) متزايدة . . 
3-ب-اثبت أنه من أجل كل 8 ع ۸ يكون 
3 


یب 


المتتالبات من الألف إلى الياء 
کج الحل 


x € ]0: +0] 


يكون × > (7× + ۱۳01 _ 
نلاحظ أن المنحني الدالة f‏ يقع تحت محور الفواصل 


9 
ومنه 
اذا 


f(0) - 0 


0 > ()ثم من أجل كل ]60+ :0] € × 
0 > (2× + 1)1 + - من أجل كل 


x ع‎ ]0: +] 


ومنه × > (2 + 12)1 من أجل كل +٥٥]‏ :0] © × 
2-أ- اثبات أنه من أجل كل 1۷ € 7 یکون: 0 < 4 _ 
تثبت ذلك باستعمال البرهان بالتراجع 

نسمي الخاصية (7)2 الخاصية 0 < 1لا 8 
لدينا من اجل 0 = - 0 < = مب نفرض صحة 
الخاصية (7)72 محققة من أجل 7 


أي 0 > U,‏ 1 
نبرهن أن المتراجحة محققة من أجل 1 + 2 أي 
Un+1 > 0‏ 
i59 41‏ 
1 < +1 


In(1 + u2) > ما‎ 1 


ة اخری نجد 0 < 


< Un 


n 


1 
2 n 


) نجد × > (2 


1 ک‎ zn 
مب 1) م[ من أجل كل‎ 
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2 باستعمال المنحنی (۲) مثل على محوّر الفواصل 

الحدود الاربع الأولی للمتتالية (بلا). 
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الدألة مشتمرة وقابلة للاشتقاق على المجال 
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السلسلة الفضية 
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